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ADVERTENCIA.

Una vez decidido 4 publicar en diferentes tomos un Tratado
completo de Matemdticas que pueda ser de alguna utilidad para
los jovenes que se¢ dedican 4 carreras especiales, he procurado
se halle todo lo mds conforme posible con los programas oficiales
de las escuelas del Estado tanto civiles como militares, evitin-
doles de este modo el molesto trabajo de consultar dos 6 mds
autores al tener que aprender cuanto para el ingreso en las mis-
mas se les exige. ’

‘En este concepto, y tendiendo siempre al mismo fin, he pro--
curado en esta segunda edicion armonizar mis Lecciones de Arit-
mética con aquellos programas més exigentes. Asf, pues, figu-
ran en ella teorias de que la anterior carecia, como son la de
fracciones continuas, de progresiones y logaritmos.

_ Otras teorfas han sido tratadas con mayor extension tales
como la de proporccones y especialmente la de los dz/orentes
sistemas de numeracion. . : :

* Algunas reglas contiene tambien est3 segunda edicion de las
" cuales carece la primera, como la de falsa posicion, y olra
"para extraer la raiz cubica por un método abreviado.



vi ADVERTENCIA.

Finalmente, he corregido las muchas faltas de imprenta de
que la primera edicion adolecia, lo mismo que otras de distinta
indole; sin embargo, no abrigo la vana presuncion de creer que
ésta se halle privﬁda de defectos, y que satisfaga completamente
las exigencias cada vez mds crecientes de nuestras escuelas. °
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PRIMERA PARTE.

DE LOS NUMEROS ENTEROS.

LEGGION PRIMERA.

INTRODUCCION. — ARITMETICA. — Formacion de los niimeres. — NUMERACION.
— Numeracien hablada. — Numeracion escrita,

INTRODUCCION.

1..S¢ da el nombre de MaTEMATICAS 6 la ciencia que tiene por
objeto el estudio de la cantidad en general.
2. MaeniTup O caNTIDAD €5 fodo lo que puede sufrir aumento
6 disminucion. Bajo este punto de vista, cuanto existe en el
universo es cantidad; porque todo es susceptible de ser aumen-
tado 6 disminuido, ya sea fisicamente, ya porque nuestra ima-
ginacion conciba la posibilidad de este aumento 6 disminucion.
La cantidad se divide en CONTINUA Yy DISCONTINUA: cantidad
continua es aquella que puede aumenlar 6 disminuir por partes
tan pequeiias como queramos: el tiempo, la longitud, etc., son
cantidades continuas. Discontinua es la que no puede aumentar
6 disminuir de este modo: una reunion de hombres, una coleg-
cion de-libros, etc., son cantidades discontinuas, puesto que el
aumento ¢ disminucion tiene que ser, por lo ménos, en un hom-

bre 6 en un libro.
’ 1



2 NUMEROS

Para formarnos una idea exacta de-la cantidad, es mecesario
que la comparemos con otra conocida de igual especie; porque
un objeto considerado en si mismo, no puede decirse que sea
grande 6 pequefio: la idea de la magnitud de una cosa no puede
formarse sino con relacion 4 otra de.la misma especie que co-
nozcamos: de este modo se comprende como un objeto cualquie-
ra puede ser grande y pequefio, compardndole sucesivamente
con otros dos que sean respectivamente menor y mayor que el
propuesto. : . .

Como todas las cantidades no admiten esta comparacion, de_
aqui que no de todas podamos formarnos una idea exacta: de
estas cantidades no se ocupan las Matemticas; la condicion 4
que debe satisfacer una cantidad para que corresponlia al estu-
dio de esta ciencia es que sea comparable, és decir, medible;
Y para que una cantidad se pueda medir, es necesario, que su~
poniendo conocida una cantidad cualquiera, podamos venir en
conocimiento de otra que sea respecto de ella el doble, trt—
ple, etc., mitad, tercera parte, etc. El dolor, por ejemplo, es
cantidad, puesto que es susceptible de aumento y disminucion;
pero no se puede comparar con otro, luego no se puede medir;
por eso no corresponde su estudio 4 las Matematicas.

3. De la comparacion de una cantidad con otra resilta lo que
en-Matemdticas se 1lama RAZON 6 RELACION; Y esta razon 6 rela-
cion toma el nombre de NOMERO cuando se trata de averiguar -
las veces que la cantidad conocida que sirve de término de com-
paracion, considerada como UNmAD, estd contenida en aquella
que se compara: de aqui resulta, que unmap es la cantidad que
sirve de término de comparacion d tddas las de su especze, 4 NU-
MERO el resultado de esta comparac:on.

La unidad se puede elegir 4 nuestro arbitrio cuando corres-
ponde & cantidades continuas, como en el tiempo, que puede
ser el afio, el mes, el dia, etc.: y estd determinada por la na-
turaleza, si corresponde.d cantidades discontinuas, como en una
coleccion de libros, que no podra ser otra sino el libro.

4. Siendo el nimero lo que resulta de la comparacion de una
cantidad con su. unidad (3), podra suceder: 4.° que 14 unidad
esté contenida exactameme en la cantidad que se qmere medir,
lo que nos da el nmero entero; 2.° que no llegue 4 contener



ENTEROS. 3
ni una vez 4 la unidad, en cuyo caso se apreciard egla canti-
dad dividiendo la unidad en un nimero tal de partes iguales,
que una de ellas esté contenida exactamente en la cantidad que
se ha de medir; y la relacion que hay entre el nimero de par-
tes en que se ha dividido la unidad y el que expresa las que de
éstas contiene la cantidad, forma lo que se-llama el nimero
quebrado 6 fraccion; 3.° que ademas de contener la cantidad
un cierto ntimero de veces 4 la unidad, quede una parte menor
que ella, la que apreciada del modo que hemos dicho anterior-
mente, nos dard un nimero compuesto de un entero y quebrado,
que se llama niémero mizfo; el nimero mixto toma el nombre
de fraccionario, cuando dividiendo cada unidad del entero en
tantas partes como se dividio para apreciar el quebrado, y reu-
niendo todas estas partés, se escribe bajo la forma de quebrado;
4.° que ni la unidad ni ninguna de las partes en que se divida,
esté contenida exactamente en la cantidad que se ha de medir;
en cuyo caso, dicha cantidad no se puede apreciar exactamente

- con aquella unidad, obteniendo lo que se llama nimero.#ncon-
mensurable. .
De lo dicho resulta que el nimero puede ser entero, quebra—
do, mizto & inconmensurable. ENTERO es el que consta de una 6
~ varias unidades ; QuEBRADO ¢s el que no llega & valer la uni-
dad, y solo consta de parte 6 partes iquales de la misma ; MIX-
10 el que se compone de entero y quebrado; é INCONMENSURABLE
‘el que proviene de la comparacion de una cantidad con su uni-
* dad, y m ésta nv cualquiera de las partes iguales en que se
puede dividir, esta contenida exactamente en aquella.

Si el niimero expresa de qué son sus unidades, se llama con-
creto; y sino lo expresa, abstracto. Los ntmeros concretos de
una misma especie se llaman komogéneos, y los de especies dis-
tintas heterogéneos. Ademas toma el niimero otras denominacio-
nes particulares que ya iremos dando & conocer.

.

ARITHETICA.

5. La parte de las Matematicas que trata de los'nameros, se
llama ARITMETICA, y se ocupa: 1.° de la formacion de los mis-
nos; 2.° de su numeracion 6 modo de ‘eXpresarlos; 3.° de su



L NUMEROS
_ célculo; &.° de sus propiedades; 5.° de la resolucion de los pro-
blemas que & ellos se refieren. :

Farmacion de los numeros.
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como se ve, corresponden 4 una, dos y diez decenas, y que no
estdn terminados en enta.

Entre cada dos colecciones de decenas hay nueve niimeros,
cuyos nombres se forman aiadiendo al de la coleccion inferior,
los de los nueve primeros; asi, los comprendidos entre veinte
treinta, serdn veinte y uno, veinte y dos, etc. Se exceptian de
esta reola los cinco primeros comprendldos entre diez y veinte,
que en su lugar se dice once, doce, trece, catorce, y qumce, a
partir del cual se sigue la regla general diez y seis, diez y sie-
te, etc.

La reunion de diez decenas 0 sean cien unidades, se conside-
ra como una nueva unidad llamada de tercer drden 6 centena;
Y se cuenta por centenas lo mismo que por unidades, diciendo:
un ciento, dos cienlos, etc., hasta diez cienfos, que se expresa
con la palabra mil. Estos nombres sufren algunas modificacio-
nes, como quinientos, en vez de cinco cientos ; sefecienfos, en vez
de siete vientos, y novecientos en vez de nueve cientos. Los mo-
venta y nueve nimeros que hay entr cada dos colecciones de
centenas, se forman afiadiendo & la inferior los nombres de los
noventa y nueve primeros.

_La reunion de diez centenas se considera como una nueva
unidad llamada de cuarfo drden 6 millar, Y se cuenta por mi-
llares, decenas de millar y centenas de millar, lo mismo que
se ha contado por unidades, decenas y centenas simples ; dando
origen asi & otros dos drdenes de unidades que son las de quinto
Y sexto.

La reunion de diez centenas de millar compone la unidad de
séptimo orden 6 millon, de la cual se forthan otros seis drdenes,

ue son millon , decena de millon , centena de millon, millar
ge millon, decena de millar de millon, y centena de millar de "
millon; que corresponden 4 los Ordenes respectivos séptimo, oc-
tavo, noveno, décimo, undécimo y duodécimo.

El conjunto de diez centenas de millar de millon forma el bi-
llon, y se cuenta por billones, trillones, cuatrillones, etc., del
mismo modo que por millones y unidades simples.

9. De aqui resultan dos clases de unidades: unas que llama-
remos_principales, que son las de primer orden, del séptimo 6
millones, del trece o billones, del diez y nueve 6 trillones, etc.,
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las cuales se reproducen de seis en seis; y otras infermedias,
que son las decenas, centenas, millares, decenas de millar y
centenas de millar de cada uno de estos ordenes principales.

Numeracion escrita.

10. Escribir con un corto mimero de signos 6 cifras todos los
niimeros imaginables, es el objeto de la numeracion eserita; cosa
sumamente ficil, observando que s6lo nueve nimeros son los
que las necesitan, pues diez de un érden cualquiera componen
una unidad del 6rden superior, segun hemos visto ya en la nu-
meracion hablada; asi, pues, los nimeros uno, dos, tres, cua—
tro, cinco, seis, siete, ocho y nueve se hallan representados por
las cifras siguientes:

L] 2 3 & 5 6 7 ] 9
wo, dos, tres, cualro,cinco, seis, siele, ocho, nueve.

_ Con estas cifras se podrd escribir un numero cualquiera,
poniendo 4 cada una un fndice que nos indique el érden de uni-
dades que representa; pero como esto daria lugar & escribirle
poco, ménos que en letra, no presentaria la ventaja de la sen-
cillez, y vendrian expresados los ntimeros en forma poco & pro-
posito para los cdlculos que despues hemos de hacer con ellos.
Por lo tanto necesitamos buscar el medio de combinar entre si
estas cifras, de tal modo, que sin necesidad de poner & cada
una el indice de que hemos hablado, nos representen las dife-
rentes clases de unidades de que puede componerse un nimero
. cualquiera. _ ‘ .

Para conseguir esto, se ha convenido en que cada una de estas
cifras tenga dos valores: uno absoluto, que es el que represen—
ta por su figura, y otro relativo al lugar que ocupe; convinien—
do ademas, en que una cifra escrita & la izquierda de olra,
nos exprese unidades del orden inmediato superior al que ésta
representa; de donde resulta, que el primer lugar seré para las
unidades simples, el sequndo para las decenas, el tercero para
las centenas, y asi sucesivamente; de manera que si el numero -
que se quiere escribir contiené todos los drdenes de uwnidades

*
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que hay desde el primero hasta el drden superior, no habri di-
ficultad en escribirle, pues bastard i colocando las cifras que
nos expresen las unidades de cada especie, unas 4 contmuacton
de otras conforme se vayan pronunciando.

Sea, por ejemplo, el nimero que hemos de escribir, ocho mil
cuatrocientos cincuenta y siete millones trescientos sesenta y dos
mil cienlo noventa y siete.

Colocando las cifras en el orden que se han pronunciado, ob-
tendremos el nimero escrito en cifra:

8457362197.

Si el nimero no contuviese todos los drdenes comprendidos
entre el primero y el ultimo, entonces, escribiendo las cifras de
los ordenes que tuviese, unas 4 continuacion de otras, no ocu-
parian sus respectivos lugares, y por consiguiente el nimero no
quedaria bien escrito;.es necesario, pues, hacer que cada cifra
ocupe su verdadero lugar para que queden representados los di-
ferentes ordenes de unidades del niimero propuesto. Esto se con-
sigue ficilmente con solo admitir una nueva cifra que no tenga
valor absoluto, y dnicamente sirva para ocupar los lugares de
" los ordenes de unidades de que carezca el numero; haciendo por
consiguiente, que las demas cifras ocupen su verdadero lugar.
Esta cifra es 0, y se llama cero.

Sea el nimero noventa millones siete mil trescwntas ocho
unidades; el cual quedard escrito asi:

90007308.

En efecto, noventa millones, son 9 unidades del octavo orden;
siete mil, son 7 del cuarto; los drdenes séptimo, sexto y quinto
que pasan en silencio, se ocupan con ceros; despues siguen fres-
cientas ocho unidades, dejando en claro las decenas, por lo que
se colocan el 3 y 8 con un cero intermedio.

De modo, que teniendo cuidado de los 6rdenes que se dicen
y de los que se pasan en silencio, representando los primeros
por las cifras que les correspondan, y con ceros los segundos,
se tendrd el nimero escrito; y. nombrando cada cifra segun el
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orden que ocupe, quedard el nimero leido en el lenguaje ordi-
nario. ‘

11. Fiécil es comprender, por lo que llevamos'dicho, cudn
necesario es para poder escribir un nimero en cifra, y dado es-
erito asi, leerlo-en el lenguaje ordinario, saber 4 primera vista
el lugar que corresponde & cada clase de unidades, y al contra-
rio; pero esto es muy sencillo, atendiendo 4 la division que he-
mos hecho de las unidades en principales ¢ intermedias (9); las
principales que se reproducen de seis en seis drdenes y que son
las unidades, millones, billones, trillones, cuatrillones, etc., tie-
nen por lugares respectivos el uno, siele, irece, diez y nueve,
veinte y cinco, etc., de modo, que el lugar de una cualquiera
es igual al de la anterior aumentado en seis; de donde podre-
mos concluir que el lugar de una unidad principal cualquiera,
es igual d tantas veces seis, como indique el orden de esta mis—
ma unidad, mas uno. Asi, el lugar de los cuatrillones es el
veinte y cinco: porque el cuatrillon es la cuarta 4 contar del
millon, luego el seis se hallard repetido cuatro veces, lo que da
veinte y cuatro, y uno que se afiade, veinte y cinco.

Sabiendo de memoria los lugares de estas unidades principa-
les, y el orden de las intermedias, serd muy ficil hallar el de
un Orden cualyuiera, pues no habré méis que agregar al drden
pnnczpal el de la intermedia.

Propongdmonos hallar el lugar correspondiente 4 las decenas.
de millar de trillon, y veremos, que siendo el lugar de los tri-
llones el diez y nueve, y el de las-decenas de millar el cuarto,
nos dard, reuniendo estos dos numeros, el lugar veinte y fres,
que es el de las unidades. dadas.

‘Por el contrario, dado el lugar de un orden, hallar este or-
den serd tambien muy sencillo ; porque el lugar que se nos da,
0 es uno de los correspondientes d las unidades principales, el
cual se debera saber de memoria, 0 estd comprendido entre dos,
en cuyo caso el inferior nos indicard el drden principal, y el
exceso de éste al lugar dado sera el de la intermedia; el lugar
veinte y ocho, por ejemplo, le ocupan los millares de cuatrillon,
porque siendo el veinte y cinco el érden de los cuatrillones, y
la diferencia de veinte y cinoo 4 veinte y. ocho, siendo tres, este
serd el orden de la intermedia ; y como la tercera unidad inter-
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media es el millar, se deduce, que el lugar veinte y ocho cor-
responderd 4 los millares de cuatrillon : del mismo modo se
veria que el diez y siete son decenas de millar de billon.

Para concluir la numeracion nos falta Gnicamente deducir las
reglas practicas que se siguen para escribir y leer los nimeros.

Como un orden cualquiera.de unidades principales no consta
mis que de seis ordenes diferentes, se sigue, que sabiendo es-
cribir nimeros de seis cifras, queda resuelto el problema de es-
cribir un nimero cualquiera; porque solo quedara reducido &
escribir los diferentes 6rdenes principales, teniendo cuidado del
orden de éstos, y que entre cada dos consecutivos haya siempre
cinco intermedios. Sea el nimero ochenta y tres trillones cua—
trocientos siete mil novecientos millones ochocientas mil cua— .
trocientas siele unidades. Vemos que hay ochenta y tres #rillo-
nes, ningun billon, cuatrocientos siete mil novecientos millones,
y ochocientas mil cuatrocientas siete umdades, por lo tanto el
numero quedara escrito asi:

83.000000,&07900.800407.

Si por el contrario se hubiera dado para leer el nimero

7431.030003,200£07.000432,

veriamos que reproduciéndose las unidades principales de seis
en seis Ordeénes , dividiendo este nimero en periodos de seis ci~
fras, principiando por la derecha, cada una de estas divisiones
marcard un drden principal ; de modo que leyendo cada uno de
estos periodos y dandoles la denominacion correspondiente, que-
dara el mimero leido: asi, el nimero propuesto serd : siete mil
- cuatrocientos treinta y un trillones treinta mil tres billones
doscientos mil cuatrocientos siete mzllones cualtrocientas treinta

y dos unidades.
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LEGCION 11

Adicion de nimeros absiractos. — Sustraccion de nimeros abstractos. — Alteraciones
que exparimentan la suma y resta cuando varian los datos. — Pruebas de &mbas
operaciones.

Adicion.de numeros abstractos.

12. Sumar,.es reunir varios nimeros en uno solo. Los ni-
meros que se dan para sumar se llaman sumandos, y el resul-
tado suma. El signo de sumar es + que se lee mds y se escribe
entre los sumandos; el resultado se indica con el signo =que
se lee tgual 4.

En la suma distinguiremos tres casos: 1.°, sumar varios ni-
meros digitos, que son los que no tiengn mds que una cifra;
2.°, varios polidigitos 6 de varias cifras, cuyas sumas parcio—
les de sus diferentes drdenes, no lleguen 4 diez, y 3.°, varios
polidigitos cualesquiera.

PrMer caso. Para sumar nimeros digitos, basta agregar una
por una las unidades de cada cifra al nimero que vaya resul-
tando, lo que en la préctica se hace agregando desde luégo las -
unidades de cada cifra.

Sean los niimeros que hemos de sumar 5, &, 7 y 8. Se in-
dicara la operacion y resultado asf: ' :

5—1—4—1— + 8 = 2%.

SEGUNDO CASO. Como la'suma ha de ser igual al conjunto de
todos los drdenes de los sumandos, si efectuamos todas estas
sumas y ponemos cada una’de las cifras que las representan en
su lugar, tendremos el nimero pedido.

Sean los nimeros que hemos de sumar 113, 234, 124 y 224;
de modo que se tendra:

4113 + 231 + 121 + 225 = 689.

Cuyo ntimero se ha obtenido sumando primero las unidades,
luégo las decenas, y por ultimo las centenas; y siendo estas su-
mas. respectivas 9, 8 y 6, colocando estas cifras en su lugar

" correspondiente, hemos hallado el niimero 689, que se compone
de todas las unidades, decenas y centenas de los sumandos.
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13. Enla pracuca es més comodo escribir los sumandos unos
debajo de los otros de modo que se correspondan las unidades
de la misma especie; porque entonces al sumar los diferentes
ordenes, no tendremos que atender sino & sumar en columnas
verticales; al paso que del otro modo, deberemos ir con mucho
cuidado, para no sumar ‘mnidades de diferentes ordenes. El ejem-
~ plo anterior se dispondrd por lo tanto asi:

443
234
424
224

689

*  Tambien debemos observar que, en este caso que’ nos ocupa,
podemos principiar & sumar por cualquier orden de unidades,
con tal que se sumen todas, y que las sumas parciales se colo-
quen en sus lugares respectivos.

Tercer caso. Del mismo modo que en el anterior, se suman
todos los ordenes de unidades; pero_como las sumas parciales
podran pasar de 9, se necesita mas de una cifra para represen-
tarlas; de manera que todas, 4 excepcion de la primera de cada
suma parcial, expresardn las unidades del 6rden inmediato su-
perior, 4 las cuales se deben agregar: luego si sumamos todos
estos ordenes de unidades, principiando por las de especie infe~
rior, y escribimos solo la primera cifra de cada suma, reser-
vando las decenas de cada especie para agregarlas 4 la suma
parcial siguiente , resultard el nimero compuesto de todos los
ordenes de unidades de los sumandos., que serd la suma pedida.

Propongamonos hallar la suma de los nimeros 847, 379, 498
839 y 235.

Por la razon expuesta en el caso anterior, se dispondra la

operacion as:
847

- 379
498
839 -
235

2798
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La suma de las unidades, hallada segun el primer caso, es 38;
las 8 unidades las hemos colocado debajo de esta especie, y
las 3 decenas las hemos agregado 4 las decenas, lo que nos ha
dado el namero 29 ; escribimos las 9 en su lugar, y las 2 uni-
dades del érden siguiente las sumamos con las centenas, dando
por resultado 27, que escribimos en su-lugar por no haber mds
ordenes, con lo cual queda determinada la suma total pedi-
da 2798.

Si hubiésemos principiado 4 sumar por las unidades de espe—
cie superior, hubiéramos tenido que modificar las cifras de las
unidades sumadas 6 que hacer otra suma. En efecto, conside-
rando el mismo ejemplo y principiando 4 sumar- por las cente-
nas, obtendremos por primera suma 25, que colocamos

. 847

. - 379
: 498

839

235

- 2568
23

2798

en su lugar ; la suma de las decenas es 26 ; colocando cada una
de estas cifras en sus respectivos lugares y haciendo lo ‘mismo -
con las 38 unidades, observamos que para obtener el resultado
final hay que hacer la segunda suma de las 2568 unidades y
23 decenas, lo cual se evita principiando & sumar por la dere-
cha. De lo que podremos deducir la regla general siguiente:

k.. Para sumar mimeros enteros se escriben los sumandos
unos deba]o de otros de modo que se correspondan las umidades
de una misma especie, se tira una raya por debajo y se suman
respectivamente todos los drdenes de unidades, principiando por
las de especie inferior, y si de estas sumas parciales resulta al-
guna unidad. del drden superior, se reserva para sumarla con
este orden, escribiendo solamente la cifra de las ‘unidades de
cada especie.
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Sustraccion de los mtimeros abstractos.

. 48. La sustraccion es el andlisis de la adicion, y tiere por
objeto, dada la suma de dos sumandos y uno de éstos, hallar
el otro. La suma toma el nombre de minuendo, el sumando co-
nocido el de sustraendo, y el que se busca se llama resto, ez~
ceso 6 diferencia. El SIgDO de restar es una raya — que se lee
ménos.

Como el m'lmero que vamos buscando ha -de ser tal, que su-'
mado con el,sustraendo nos ha de dar el minuendo, se sigue,
que lo que se trata de hallar es el nimerd que le falta al sus-
traendo para ser igual al minuendo; pero lo que le falta 4 un
numero para ser igual 4 ofro, es la diferencia que hay entre los
dos; por eso dicen algunos que restar es hallar la diferencia
que hay entre dos mimeros; y como para hallar esta diferencia
no hay mds que quitar del mayor el menor, por eso tambien se
dice, que restar es quitar un nimero de otro. Pero como ficil-
mente se comprende, todas estas definiciones se deducen de la
primera, pueslo que no son mas que aplicaciones suyas.

16." En la resta distinguiremos tambien tres casos, correspon-
dientes al andlisis de los tres que hemos considerado en la suma:
1.° que el minuendo y el sustraendo sean nimeros digitos, o
polidigito el minuendo que no llegue 4 19, y digito el sustraen-
do, debiendo serlo tambien el resto; 2.° que sean polidigitos,
pero que cada cifra del minuendo no sea menor que su corres—
pondlente del sustraendo; 3.° que sean dos polidigitos cuales-
quiera. '

PriMER caso. Sabiendo de memoria la suma que dan dos ci-
_ fras cualesquiera, sera facil determinar una de ellas conociendo
la suma de las dos y la otra cifra, para lo cual bastara quitar
de la suma, cada una de las unidades de la cifra conocida; 6
ver las unidades que es necesario afiadir a dicha cifra para ha-
llar la suma.

Sean los nimeros que se han de restar 7 y 3; el ntimero que
sumado con 3 da 7, evidentemente es 4; luego 7 — 3 = 4.

Si de 45 quisiéramos restar- 6, hallariamos 9 por resultado;
porque 9 samado con 6 nos da 15; luego 45 — 6 =9.

-



u V NOMEROB

Seeunpo caso. Las cifras del nimero que vamos buscando
han de ser tales que, sumadas con sus correspondientes del sus-
traendo, nos han de dar las del minuendo; luego restando de
cada una de las cifras de éste la correspondiente de] sustraen-
do, lo que siempre es posible en este caso, hallaremos las dife-
rentes cifras del resto.

Sean los dos nimeros que hemos de restar 8573 y 34 52.

8573
3152

BA24

Dispuesta la operacion del modo que se ve, hallaremos el re-
sultado restando de cada cifra del minuendo su correspondiente
. del sustraendo; asi, dlremos3—2—4, 1—5=2;5—1=1%;

 8—3=5.

Este caso, como hemos visto, no dfrece dlﬁcultad, y en él
puede principiarse & restar por cualquier érden de unidades, con
tal que se resten todas.

. TERCER caso. Lo mismo que en el anterior colocaremos el
sustraendo debajo del minuendo de modo que se correspondan
las unidades de un mismo rden, y se restara cada cifra del sus-
traendo de su correspondiente del minuendo; pero como algunas
de estas restas no serdn posibles por ser el minuéndo menor que
el sustraendo, tendremos que descomponer una unidad de la ci-
fra del orden inmediato superior en unidades de la inferior ; por-
que el ser menor dicha cifra del minuendo, depende de -que la
* suma de las cifras del sustraendo y resto ha producido una uni-
dad del orden superior, la cual es la que descomponemos en esta
especie para obtener la verdadera suma: buscando, pues, la ci-
fra que sumada con la del sustraendo nos produce la del mi-
nuendo aumentada en diez, obtendremos las unidades de esta
especie del resto. Despues consideraremos con una unidad ménos
la cifra de la cual se tomé dicha unidad.

Podré suceder, que al ir & tomar una unidad del orden inme-
diato superior, no la haya, en cuyo caso se pasard hasta llegar
4 la primera cifra significativa, de la cual se tomard, y des-
componiéndola en diez unidades de la especie inferior, se deja- -
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ran 9 en este lugar, agregando la restante al inmediato inferior;
y asi se contintia hasta llegar 4 la cifra de la cual no pudo res-
tarse la correspondiente del sustr aendo.

Supongamos que se han de restar los nimeros 30416 y
45489 )

30416
15489

D

14927

Dispuesta la operacmn como_se ve, por la razon expuesta
. va (13), principiaremos por hallar la cifra que sumada con 9
nos produce 6, y como no es posible, se deduce que dicha suma
ha debido componer una decena, la cual descompuesta en uni-
dades nos da 10, y 6 que tenemos en su lugar 46, que es la su-
ma que debe producir la cifra 9 con la que vamos buscando;
pero la cifra que sumada con 9 nos produce 16 es 7; luego 7
sera la cifra de las unidades. La cifra 1 se ha convertido en 0;
luego tomando una centena y descomponiéndola en sus: diez de-
cenas, tendremos la suma de la cifra 8 y la que se busca, que
gerd 2. La cifra 4 se convirtio en 3, de la cual no-se puede res-
tar &, por lo que necesitamos descomponer una unidad del 6r-
den superior; pero como no la hay, pasaremos & la siguiente,
tomaremos una unidad que descompondremos en 10 de la inme-
diata inferior, de las cuales dejaremos 9 en su lugar, y la res-
tante se descompondrd en otras 10 de la especie inferior, que
unidas con las 3 que teniamos, nos dard la suma 43; el nimero
que sumado con 4 da 13, es 9, que serd la cifra de las cen-
tenas ; el 0 se convirtio-en 9; 9 ménos 5, igual 4; y por Ulti-
. mo, 2 ménos 1, igual 4 1, cifra del 6rden superior. - ,
De lo dicho se deduce, que debemos principiar 4 restar por
las unidades de primer é6rden, para que en el caso de ser alguna
cifra del minuendo menor.que su correspondiente del sustraen—
do, se pueda tomar del orden superior la unidad que se necesita
“para poder efectuar dicha resta, lo cual no podria hacerse si
principidsemos por las del orden superior. Por lo tanto dire~
mos que: ‘
7. Para restar un polidigito de otro, se escriben de modo
que se correspondan las unidades de una ‘misma especie, se tira
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una raya por debajo y se resta de cada cifra del minuendo su
comzspondwnte del sustraendo, principiando por la derecha; y
si alguna cifra del minuendo fuese menor que su correspon—
diente del sustraendo, se tomard una unidad del drden supe-
xior y se descompondré en unidades de la especie quie se va &
restar, teniendo cuidado de considerar con una unidad ménos
la cifra de la cual se tomd.-

Alteraciones que experimentan los resultados de la adicion y m-trm-on
segun las que sufren sus términos,

18. De lo dicho en Ia adicion se deduce que aumentando uno .
de los sumandos en una cierta cantidad, la suma vendrd au-
mentada en la misma cantidad ; y si 4 cada uno de los suman-
dos se aumenta una cierta cantidad, la suma vendra aumentada
en la de los nlimeros que se aumentaron 4 los sumandos. Si por
el contrario, se disminuye & uno 6 varios sumandos una 6 va-
rias cantidades, la suma vendrd disminuida en la de dichas
cantidades : de donde se deduce, que si 4 uno 6 varios suman-
dos se les aumenta en ciertas cantidades, y 4 otros se les dismi-
nuye en otras, la suma vendrd aumentada 6 disminuida en la
diferencia que hay entre las sumas de las cantidades que se au-

mentaron y disminuyeron, segun que la primera sea mayqr 6 - °

menor que la segunda. En el caso de ser la suma de los nime-
ros que se ammentaron igual 4 la de los ntmeros que se dismi-
nuyeron, el resultado no sufre alteracion.

19. Si una suma compuesta de dos sumandos no sufre alte-
‘racion, habiendo aumentado.uno de ellos, el otro, por compen-
sacion, habra disminuido en dicha cantidad. Si la suma viniese
aumentada en la cantidad que se agreg6 4 un sumando, el otro .
debe permanecer constante. De donde se deduce, que siendo el
minuendo la suma del sustraendo y resto, éste aumentara 6 dis-
minuird en tantas unidades como aumente 6 disminuya el mi-

" nuendo; y disminuird 6 aumentara en el mismo numero de uni- -
dades que aumepte 6 disminuya el sustraendo; y siempre que
dmbos términos aumenten 6 disminuyan en una misma canti-
dad, el resto no sufrira alteracion.

De aqui se deduce la regla siguiente :

'20. Para restar dos nimeros, despues de colocados de modo
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que se correspondan las unidades de ura misma especie, se resta
_de cada cifra del minuendo su correspondwnte del sustraendo,

. .Y st alquna de estas restas parciales no fuese posible, & causa

de ser la cifra.del minuendo menor que la del sustraendo, se”
haré que lo sea, aiiadiendo mentalmente diez unidades & la a-
fra del mmuendo lo cual quedard compensado aumentando en
una unidad la cifra siquiente del sustraendo.
‘En muchas ocasiones nos vemos obligados 4 restar de cada
! cifra de un ntmero, otro mayor que diez, en cuyo caso se le
aiiade mentalmente & esta cifra un mimero tad de decenas de
aquella especie para que se pueda efectuar dicha_resta; tenien—
. do cuidado de aiiadir 4 la siguiente czfra del sustraendo tantas
. ,umdades como deccnas $e aumentaron a la pmmera

. Pruchas de la admon y ‘sustraceion.

2. Se llama prueba de una operaczon, otra que siendo
mas sencilla, tiene por. obyeto j.ustaﬁcar la ea:actotud dela prt-.
mera.

- La me}or prueba de la adlclon es repetlr sus dlferentes su-
mas parciales principiando de abajo arriba, si éntes, como es
‘natural, se hizo de-arriba abajo; porque las equivocaciones em
esta o;ier'acioh dependen generalménte del vicio-que adquiere el -
.+ ‘oido, cuyo vicio desaparece cuando las palabras se pronunclan :
en distinto orden. '

‘La prueba.de la sustracclon es sumar el- sustraendo con.el

resta, y la suma debe ser igual al mmuendo, segun la deﬁm-
clon (4b) :

"LECGION |||.‘
: ﬁultlplicacnon de numero§ abstnctos Propledades mpomnm
. de la mulnphcaclon

Mulhpllumon de, ntmeros nlntnctol e

) 22 Multiplicar dos mimeros es halla/r un tercero que sea

respecto de-uno de ellos lo que el otro es respecto de la unidad.
El nimero que se multlphca se llama multzplwando, aquel .
. . . 3
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por. que se multxphca anultiplicador, y el resultado producto
‘El multiplicando 'y ‘multiplicador se Namidn ‘tambien factores
del producto. El signo de multiplicar es un punto 0 una ¢ruzen
" forma de aspa, {ue-se pone entre los factores y selee multipli- -
“cado por. Asi, 2.3 6 2 5< 3, nos indica el producto de 2 por 3
'y se lee : dos multiplicado por tres. : '

‘De la definicion se-deduce, que si fuesen enteloe los factores
de un producto, se hallaria éste repitiendo uno de ellos tantas
veces por. sumando como unidades :tiene el otro, es decir, que
si‘uno de ell()s,- el que hace de muluphcador, contuviese 4 la
unidad tres veces, 6 lo que es lo mismo, fuera 3, el producto”

“seria igual 4 la suma de. tres niimeros iguales al multiplicando;
mis claro, seria el mismo multiplicando’ repetido’ por sumando
~ 3-veces: de donde se-deduce la definicion que se acostumbra’

. dar de la muluphcaclon, diciendo que multiplicar dos mimeros
es repetir hor sumando. & uno de ellos tantas veces como unida—
des contiene el otro. Y como el nimero que asi resulta, e tan-’
‘tas veces mayor que el multiplicando como veces contiene a la.
unidad el multiplicador, de aqui que algunos definan tambien la .
multiplicacion diciendo que multiplicar dos nimeros es hacer
tantas veces mayor G uno de ellos como unidades tiene el otro.

: Pero todas estas definiciones sélo son aplicables al caso e ser’
- enteros log factores, 6 por lo ménos el multiplicador ; por loque .
1o Podemos admitirlas como definiciones generales, sino como, .
casos -particulares de'la que dimos al principio. S

23. En la multiplicacion distinguiremos tres casos : .0 mul-
liplicar un. digito por otro ; 2.° un polzdcgzto por un digtlo, Y
3.° dos polidigitos.

- PrmeEr caso. Para multlplxcar un digito por otro, hay liece-
- sidad de saber de memoria la tabla'de multiplicar, que es aqiie-
Ta en la cual se hallan contenidos los productos que resultan de;

', , muluphcar una cifra por otra.

Expondremos la llamada de Pltégoras, que es dlgna de ello
por loi mgemosa Y sencllla . :
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3.0 6|9 |12 4548212 |er

A& | 8 |127|46| 20 | 2 | 287 32 | 36°

5 |10{ 15|20 | 25|30 35|40 |45

6 |12 |18 | 2|30 |36 |42 48] skl

|} 7 |4 | 2| 28| 35 [ 42 a9 | 56 | 63

'8 | d6 | 2k |32 |40 | 48 | 6| 6i | T2

o (18| 27 |36 |45 |86 |63 | 72|81

_Consiste en un cuadrado formado de nueve filas horizonta-
‘les- de numeros, que dejan formadas entre si otras nueve filas
verticales, eomo se ve en la tabla. La primera fila horizontal,
* 1o misme que la-vertical; es la serie natural de los ntmeros 4, -
2, 3; etc., hasta 9. Las segundas, horizontal y.vertical, se obtie-
- nen. sumando cada niimero, de las primeras consigo mismo, y por -
lo tanto equivalen 4'los productos de los niimeros de las prime~
-ras filas por 2. Las  terceras resultan. de sumar los ndmeros de -
-la-segunda con sus respectlvos de la primera; de.-modo que cada -
_ntimero de.la tercera fila expresa los prodnctoe de. los némeros
‘de Ta primera por 3; y asi sucesivamente se forman las filas res-
tantes. Por_ consiguiente, forméndose las lineas horizontales de
. la misma manera que las verticales, un- nimero cualqmei'a to-
mado en este cuadro, nos expresard el producto de las dos ci- '
fras que haya en la primera fila vertical y horizontal corres—
“pondientes, puesto que este nimero contendrd & la ¢ifra que hay
en la fila vertical, tantas veces como filas horizontales hay, 0 lo
que és igaal, fantas vece§ como unidades tenga la cifra dela-
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pnmera fila vertical. Del mismo modo se. 'veria que contnene a -
la de la- columna vertical tantas veces como unidades tiéne la
de la fila horizental ; Lnego para hallar ‘el producto. de dos ci-
fras, se busta el punko de_concurso de las -dos’ filas horizontal
y vertical 4 que corresponden ambas. cifras, y el m/xmero que .
alli se encuentre, sera el producto. _
Supongamos quer hemos de multiplicar 7 por 5 T operambn A
_se indicard 7> 5,=17 .5, y hallaremos el producto 35 por .
" medio de la tabla, viendo que 35 es el punto de concurso de la -
séptima f1a horizontal com la quinta vertical, ¢ la séptlma ver- .
tical con la quinta horizontal. =~ + - .
* SEGUNDO ‘cAso.. La multiplicacion de un pohdiglto por un di--_
gito se reduce 4 multiplicar sucesivamente dos digitos entre. sf, ..
‘porque segun:la. definicion, en el caso de ser el multiplicador
entero, el producto se podrd_ hallar repitiendo por sumando al

.. 'multiplicando, tantas veces como-unidades teniga el multiplica-

dor; y como para hallar esta suma tendriamos que repetir un
mismo nlmero de veces las cnfra_s de cada uno de los 6rdene§ .
‘de unidades del multiplicando, de aqui que, se tendrd el pro- .
ducto pedido, haciendo la multiplicacion de-cada una. de estas
cifras por la del mulﬁphcador, principiando por' las unidades
~ de primer ‘érden, y escribiendo de estos productos solamente la.
cifra de las unidades, reservando las decenas 1especﬁvas para

- agregarlas al producto parcial siguiente.

.Sean, por ejemplo, los nl'lmeros que se han de muluphcar .
347 y 5. : S :
- 347 R .
S o 4735

. Dlspuesﬁa la’ operacion como s ve, queda reduclda a sﬁmar
0 repeur el 347 cinco veces; lo cual se conséguird repitiendo. .
primero las 7 unidades, despues las & decenas’y por iltimo las .
3 centenas; lo que se consigue diciendo: 5 >< 7 = 35 unidades,
~ de las que escribimos 5, reservando las 3 decenas para agre- -

‘garlas-al producto de las decenas.; & >< 5 = 20; 20 y 3, son 23;
‘ escrlbnmos las' 3 unidades ‘de segundo orden y las 2 restantes
. las ummm al producto de 3 < 5=15, 1esultando el numero
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17, que escrlblendole ala lzqmerda, por no haber més “unida—
des, obtenemos el nimero 1735, qué-es el producto pedido.
- 24. Luego para multiplicar un polidigito por un digito, se
mulhphcan todas 'y cada una de las cifras del polidigito por .
el digito, principiando por las de menor dorden; y si alyuno de
estos productos parciales contiene unidades del oérden superwr,
se reservan para unirlas al producto parcial szymmte, eseri—

\ _ biendo tan sglo la cifra ‘de las unidades.

. 'TeRCER cAs0. Antes de’ considerar la mulupllcacmn de dos

- 'pohdigltos en general, conviene que hallemos él producto de un

ntimero cualquiera por la unjdad seguida de ceros; y por una.. |

- cifra significativa seguida tambien de ceros.

. 25.. Para multzphcar un nimero por la unidad segmda ‘de -

" eeros, se colocan 6.la derecha del. numéro tantos ceros como tw- .
- 'nelg unidad. = - . -

" En efecto al colocar 4 la derecha dé un nﬁmero, uno, dosé& .
més ceros, se le. haoe diez, ciento, etc. veces mayer, porque cada-
una de sus cifras ocupa ¢l lugar de un érden de unidades que

- es diez, ciento, etc., veces mayor;y por cbnsngmente el nume-
‘To0 queda mult,npllcado por 10, 100, etc.

Asn, _ o 324><400—32400

.

26. Para mulhplwar un nimero por una czfm significa-

~ tive. sequida-de ceros, se multzpltca el nimero por dicha czfra,

-y al producto se anaden tantos ceros como tiene la ctfra stgni— .
ficativa.

". En efecto, si suponemos que el multlpllcando sé ha repehdo .
- por sumando el nlimero de veces que nos expresa el. muluph- ‘

cador, que es lo que se pide, podremos agrupar estos ndmeros
"de tantos en tantos .como nos indique la cifra significativa;'y -
es evidente que-tendrémos tantos grupos como nes expresala -
unidad, seguida de tantos ceros como tiene el multiplicador; de

~ manera que hallando uno de estos grupos, V- despues ‘multi-

plicandole por la unidad seguida de tantos oceros como tiene la
cifra s1gmﬁcahva obteridremos el resultado pedldo pero uno
de estos grupos se.halla .multiplicando el ndmero’ propuesto
por la cifra significativa, y:éste se multiplica por la unidad se-

- ‘guida de ceros, poniéndole 4 la derecha estos ceros; luego. que-
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da demostrado que para multlphcar un numero cualqmera por

una cifra'significativa seguida de ceros, se mulhphca el nimero
‘por dicha cifra, y al producto se le anadeh a la derecha tantos
. Ceros como le s1guen - A

A, . 263300 = 72900,

Aphcando 4 este ejemplo el racmclmo ante-- 94:; -

. rior, veremos, que multphcar 243 por 300 es 2531 799 .
repetirle por sumando 300 veces, y si lo supo- gg3| . .

~ -nemos hecho en-una columna vértical, podremos 943,
* formar 100 grupos conteniendo cada uno 3 veces 243 $ =729
al sumando, y como uno de estos grupos se halla 243
-muluphcando el nimero 243 por 3, locual-da "7y . - ¢
+ el niimero 729, repitiéndole 100 veces, tendre- R } RS

) . mos el tesultado pedido.

~ De donde se deduce;-gué el producto de .un miimero por un '
cwrto drden de umidades, es swmpre del orden qae ewpresan
estas unidades.

Considerados estgs casos partxcular&s podemos pasar-al caso

general de multiplicar un polidigito por otro. .

~Segun la definicion (22), hemos de repetir el multlp]lcando
tantas veces como unidades contiene el multiplicador; pero -
" descomponiendo éste en sus dnﬂarentes ordenes de unidades,’
" se convertird en la suma de las diferentes cifras seguidas -
respectlvamente de nmguno uno, dos;, etc. ceros,.segun ex-
‘presen unidades de’ primero, segundo, tércero, cuarto, efc.

_ orden: de modo, que- repmendo el lnultlphcando tantas veces,'; '

* como indica cada uno de estos. sumandos,- y reuniendo todos
estos productos parciales, tehdremos el producto total, y como
- estos productos parcnales de un niimero por una cifra significa-"
" tiva seguida ‘de ceros se hatlan, segun el caso particular ante-
Tior, muluphcando el niimero por cada cifra significativa, sien-
‘do del ‘mismo érden que la clfra por que se multlphca, se s1— o
gue que '
7. Para multiplicar dos pplzdogttos se multzplwa todo
el multiplicando por cada cifra del, multiplicador, se colocan
estos productos los unos debajo de los olros de modo qué se cor-
responda la primera cifra de cada uno con su correspondiente”



" ENTBROS. * 93

del multsphcador, s6 suman, y el resultado sera el producto
lotal.-

Supongamos que se ha de multlphcar el ndmero 37548 por
(3042 dlspondremos la operacmn del modo sxgmenle

37548
> 3062 -
75096 - ¢ .-
450192
112644
' 414224016

Descompomendo el multlpllcador 304" en sus diferentes uni-
: 'dades queda reducxda la cuestion- & repetir el multnphcando

2,40y 3000 veces. Para repetirle 2 veces, se le multiplica
. por 2, y nos da el primer producto 75096 unidades; para repe-

tirle- 40 veces, se multiplica por &, y el productd 150192 se -

considera como decenas, por ser tambien decenas el &, de modo
que se colocard debajo de las decenas; v por ultimo se repeti~
-.t4 3000 veces multiplicandole por.3.y considerando este’ pro-
" ducte-como millares, por ser de este orden la cifra 3, lo que nos

L dael producto parcial 442644 millares, el cual colocado en su’

lugar; y sumando los tres productos parulales, nos da el produo-
o total $14221016. '

Componiéndose el producto, como hemos visto, de 1a suma -
de los productos parciales que resultan de multiplicar todo el.
multiplicando por cada cifra significativa del multiplicador,
consideradoes con su valor relativo, se sigue, que es de todo pun-
to indiferente principiar la multiplicacion. por cualquier orden
de unidades), con tal que se observen las reglas predwhas sin
* embargo, el uso y la comodidad hacen que se_principie sienipre
por las unidades de especle mfermr, Yy se continie sucesiva-
- mente hasta, la supérior.

. 28 OBSERVACION. Si consideramos todas las unidades de una
especie cualqmera de un producto, tedos los millares por ejem-
- plo, el nimero de estos millares se compondla de dos- partes
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1.% del producto de todo ¢l multlpllcando por todos los mlllares
.del multiplicador; 2.* de todas las unidades'de millar que pro-

vengan de la suma de los'producws parciales del multiplicando -

por las cifras de los 6rdenes inferiores del.multiplicador. .

~La pnmera parte podrd ser cero en algunos casos, lo cual se
“verificard cuando en el multiplicader no existan unidades de -
la misma especie, es decir, millares. La segunda siempre serd:
un niimero menor que el. muluphcando porque para obtener en
“un producto up nimero de millares igual al multlph(,ando, '
- menester que el multiplicador sea por lo ménos igual & mil; y
como todos los érdenes de unidades inferiores no llegan a.com-
poner un millar, de aqui que los millares que provienen de la

“suma- de los productos parcialds del maultiplicando por las ci- .

fra.s de drden inferior del multiplicador, nunca llegan é com--

poner’ un nimero 1 gual al ‘multiplicando, segun queriamos de- '

mostrar. -
Lo mismo que se hd dlcho de los mlllar%, podrla decu'se de
otro orden cualqmera de umdades )

i’ropie('hdea im?ortﬁteo de la umltiplinoion.

29. 1.° El drden de factorcs no altera el producto, es de- S

 oir, que 3><k=4><3.
~ En efecto, cualquiera que sea el muluphcando, odemos des-

'.componerle en la reupion de-'sus unidades; y repitiéndole en -

* lineas horizontales tintas veces como contenga & la unidad el

. multiplicador, resultar un cuadro. de unidades cuya suma, de
. cualquier modo que se halle, expresaré el ‘producto del mulli-
plicando por-el multiplicador. Ahora bien, sumando por lineas
horizontales, nos dard. por resultado tantos mimeros- iguales al-
multiplicando como unidades . contiene el multlphca&or y con-
tando- por columnas verticales, hallaremos tantos ndmeros igua-
les al mulnphcador como umdad&s contiene el multiplicandos y- .
como.4mbas sumas son iguales, se'sigue, que 10 mismo es repe- -
tir el multiplicando tantas veces como unidades-tiene el multi-
plicador, que repetir el muluphcador tantas veces COmo- umda-. v
des tiene el multlplwando :
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_ Sea por. ejemplo 3x<4&; ; segun - el racmclmo antenor, se
tendra . :
3=4+‘-4.+4
3=+ 141
B=A+4+1°
. 3=14+1+1
.'] 12=k+h+4

Sumando por lineas horlzontales st tiene 3 >< 4 .0 sea el ni-
mero 3 repetido . veces; y sumando por columnas vertlcales .
se tiene & >< 3, 0 & repetido 3 veces; y como la suma s1empne'
es la misma, se deduce que 3 < 4 =% >< 3, segun queriamos
demostrar. -

2.% Un producto tiene tcmtas ctfras como hay en ambos fac- .
tores, 0-una ménos. ,

En efecto, cualesqiliera que sean ‘Tos factores, podremos hallart
los productos de uno ‘de ellos, por el menor nimero de tantas
- cifras como tiene el otro, y por &l menor de una cifra més; es
_ decir, por la unidad seguida de tantos ceros come -cifras tigne .
dicho nimero, ménos una, y por la'unidad seguida de igual nd-

. mero de ceros. Es evidente que estos dos productos compren-
derdn & todos los que resulten de multiplicar el multiplicando
- por_cualquier nimero comprendldo entre los ‘anteriores. Pero

estos productos limites se forman de las cifras del ‘multiplicando | ;

seguidas de tantos Ceros como cifras hay en el multiplicador y
tantas ménos una; y por consiguiente el producto que se halle

- comprendido entre ellos, tendr4 por lo ménos fantas cifras mé-.

. nos una como-hay en el multiplicando 'y mulnphcadar, yalo
- mds, fantas como ha.y en 4mbos-facteres.

" Seari los des ninieros 4346 y 325; el menor Rtmero de tres
cifras es 100, y 1000 evidentemente es. mayor que 325; luego
siendo-el producto de £346por 1000, igual 4 4346000, es de~.

' ¢ir,-4 an. ntmero compueste de tantas cifras como hay en- am~
bos factores, el producto del nimero propuestc por 324 no po-
.drd tener més cifras que hay en dmbos factores, y como -l. mis-

mo nmero multiplicado. por 100 se compone de las cifras del =

multiplicando seguidas. de tantes ceros como cifras tiene el mul- -
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tlphcador ménos una, tampoco podra tener. menos ‘cifras que las

que hay én dmbos factores ménos una, que es 1o que querlamos
.demostrar. . : ‘

LEGGION IV.
. Divﬁibn de nimeros abstractos.

Divmon de numeros absttactos

30. La dmston es el analms de la multtplzcaczon, Y tiens
por objeto, dado el producto de dos factores y uno de éstos,
hallar el -otro. Bl producto toma el nombre de dividendo, el: .
factor conocido el de divisor, y el que se busca se llama cocien—
te. El dividendo y divisor sé Ilaman- términos del cociente. El

. signo de dividir es dos puntos que se escriben entre dmbos tér- . -

mirios, ‘6.una- raya horizontal sobre la que se pone et dividendo
y debajo el dmsor asi, la division del nimero 42 por 4 s¢-

indica-12 : %, 0 44 , Y se lee 12 dwcdzdo por k.

De 1a definicion se deduce, que el divisor multiplicado por

el cociente, debe dar el dividendo,-y por tanto, éste deberd a

‘contener al divisor tantas veces como unidades tenga el cocien—
te; luego podremos hallarle restando el divisor del dividendo
~ todas las veces que se pueda; en cuyo caso. el niimero-de restas

serd el cociente buscado; pero este prooedlmlento no se em;alea,
. por ser en general bastante largo.

. Se observa ademas, que no siempre estard el dmsor conte—
mdo en el dividenido un nimero exacto de veces', es decir, que -
despues de haber quitado_el divisor del dividendo todas las ve-
ces que sea posible, podrd quedar un resto menor que.dicho dx-
visor, en cuyo caso la division se llama inezacta, 6 1mpos1hle.

. en ntmeros enteros; porque efectivamente no hay ningun ni-

mero entero.que. multlpllcade por el"divisor nos dé el dividen—
do. Con todo,, podremos siempre hallar el ntihero llamado co—
_ clente entero, que multiplicado por el divisor nos da el mayor
producte contenido en el dividendo, siendo dicho dividendo .

‘tgual al producto del divisor por el cocumte entero, mas el re-
siduo.. _ S
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Para consegmr esto y deducnr la regla. general de la division,

* debemos considerar tres casos, correspondientes & los tres ex-

phcados en la. multiplicacion: 4.% dividir-un nimero de una ~

6 dos ctfras por un digito, debiendo ser digito tambien el -co-

“ciente; 2.° dividir un polzdiytto por otro, siendo €l cociente

de una sola cifra; y 3.° un polidigito cualquiera por- ofro, sien-
do tambien polidigito el cociente.-

PMMer caso. Para hallar la cnfra del cociente que multipli-- .~ |

cada por el divisor nos ha de dar el dividendo, basta la tabla -
de multlphcar (24); porque es evidente que conociendo los dos
. factores y su producto, s1empre que se dé éste y.uno de aque-
los, el otro es conocido. Si el dividendo’que se da como pro-
ducto no. es ninguno de los que hay contenidos en la tabla, cs-
tard comprendldo entre dos, de modo que tomando la cifra cor-
respondlente al menor, se tendra el cociente entero; el resto”’
serd la diferencia que hay entre el producto-menor.y el divi-
.dendo. Sea, por eJemplo, el ntimero 35 el-que se ha de dividir
por.7. Como el nimero 35 se halla en los productos del 7 y
~corresponde 4 la cifra 5, se sigue que ésta serd el cociente; pero-
si el dividendo hubiera sido 38, nimero que no se halla en los
productos del 7, podemos sin embargo observar que se halla
comprendldo entre los. dos “productos 35 v 42 correspondientes
4 las cifras 5 y 6; luego el cociénte entero serd 5y el resto- 3,
 diferencia que hay entre 35 y 38; luego 38 =7 <5 +3.
Aunque generalmente se torha por cociente entero el némero

" correspondiente al menor, hay ocasiones en que conviene to-'

mar el correspondnente al mayor, lo que se kard siempre que el
dmdendo se halle mds proximo al mayor que al menor; en cuyo
 caso’el resto, siendo la diferencia que hay entre ¢l dividendo y
el producto en cuestion, se deberd reslar de ‘este producte para

- que nos dé el dividendo; es decir, que este dividendo serd iqual

al producto del divisor por el cociente entéro ménos el résiduo.
Cuando se hace esto, se dice que el cociente estd aproximado, por -
exceso ‘en ménos de una unidad, y en el caso general por deféc-
" to. Lo mismo se dice en-cualquiera otra division. .

*SEGUNDO caso: Para’dividir un nmero compuesto de varias

" cifras por otro tambien ‘de varias cifras, no debiendo tener el

cociente mas que una, observaremos: que el producw de esta”
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~cifra del cocleme por la ‘del 6rden superior del dmsor, nos da
un producto de este mismo drden supérior ; de manera que to-
" mando en el dividendo todas-las unidades de este.orden, en ellas”
estard contenido el producu) de Jas dos cifras citadds, y ademas
- las ‘Gnidades que del mismo 6rden hayan provenido. de la cifra
del cociente por todas las démas del divisor ;- luego si dividimos
esta parté del dividendo por la primera cifra del divisor, halla~

. -Temos una cifra que no podrd ser menor que la buscada ; Wque

- podra suceder es que sea mayor, y esto se conocerd despues de’

efectuado el producto’ del divisor por dicha cifra. En efecto, si
_este producto es mayor que el dividendo en cuestlon, serd sefial
.de que’la cifra obtenida por la.division parcial indicada es.ma- .

- yor.que la verdadera, en cuyo caso se baja de unidad .en uni- ~

dad hasta que se halle una cifra que-multiplicada por el divisor
‘108 de un producto igual 6 Jenor qué el dmdendo, cuya clfra
ser4 la verdadera.

Luego para dividir-un pohdlglto por otro, cuyo coclente ha-
de:tener una sola cifra, se dividird (caso 1.°) la primera 6 .dos
) mmems del, dwzdemi sequn benga tantas cifras como-el di—

- visor 6 una mds, por la primerg czfm del divisor; la cifra ha-

llada se mulnphca por el divisor; | Y st el producto es igual ¢
menor que el dmdendo, la cifra serd buena ; 3 pero si da in pro-
- ducto mayor, s¢ tran bajando unidades hasta hallar un pro-
ducto que se pueda restar, en ‘cuyo easo la cifra ulttmamente

o cmsayada serd la verdadera del cociente.

- Esemero 1. °. Sean los numeros 164 y 243 los que se han de ~

dmdu'
7 64 243

353

Dlspuésta la opera.clon como se ve, du‘emos 7 entre 2 4 3;
para.ver si 3" es la verdadera cifra, la muItlpllcaremos por
el- divisor, y el producto lo restaremos del dividendo, segun la
regla (20), diciendo: 3 por'3 nueve, 4 14 van 5, y de catorce.
una; 3 por 4 docé y una’trece, 4 16 van 3,y de diez y seis una; )
2 por 3 seis y una siete, 4 7. cero, que ‘por innecesario no se .
pone. Luego el cociente.de dividir 764 por.243 es 3, y- el resi-
“duo 35: porlotanto, 764—243><3+35 : N
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- EsgmpLo 2.°" Si‘les niimeros que se dan para dlvidlr son. 3458
+y 387, observaremos, qule teniendo el dividendo una cifra mds
que el divisar, hemos de dividir las dos primeras por 1a prime-

ra del divisor, y aunque ¢sta division parcial nos da un nimero '

, mayor que 9, no pondremos sin embargo mis que 9, puesto quev
. estamos en la hipotesis de que el cociente no ha de tener més -

que una ‘cifra. Adenras, al formar el producto de dicha cifra 9 "

~ por el divisor, resulta imposible la resta, pues 35, que es el pro-

. ducto de la cifra 9 por la del divisor 3, aumentado de ‘las uni- .

dades procedentes del resto parcial anterlor, no se puede restar

- de.las. 3% unidades ‘del dividendo ; pero bajando una unidad, .
maltiplicando la cifra-8 qye resulta por el divisor, y restando
“el producto del dmdendo, obtenemos el’ resnduo 362, y porlo-
tanto la cifra 8 serd el cociente.

- 362

‘3458 38'7 .

’

TERGER €AS0. Dmdu' un. pohdigmo por otro, smndo polldiglto ’

" el cociente.

- Laregla de la dmsnon de un numero pohdlgxto por oiro né-
~ mero cualquiera, esta fundada en los dos principios siguientes:
" Primer prINGiPIo. Si del dividendo de una. diviston se to~
. man todas las umdades de un cierto drden y se dividen por el
“... divisory'el cociente entero que se halle serd igual dl wimero de
unidades del mismo’ érden del cociente. . *. - .
- Es decu', que i, por e_]emplo, tomamos. todos los mlllares del
dividendo y los dividimos por el divisor;-el cociente entero que
hallemos serd igual al nimeto de millares del cociente. Ade-

"+ mas, el residuo de esta division egpresard los millares del di~

videndo que- provienen de la suma de los productos pamales
del divisor por todo lo que resta del cociente.. :

En efecto, swndo el dividendo igual al producto: del* dmsor
‘por el nﬁmero que se busca, llamado cociente, se tendri (28),
quie el ndmero de los millares de dicho dividendo se compondra -
de dos partes: primera, del producto del divisor por los milla~
res del cociente; segunda, del nimero de millares que provie-
- nen del producto del divisor por todo lo que resta del coclente
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De modo que si esta segnnda parte fuese cero, el cociente de di- -
- vidir &l ndmero de millares ‘del dividendo por el divisor, seria:
exactamente 1gual al niimero de millares del cociente. - Si-esta
" .segunda parte no es cero, como ademas sabemos' (28) que sjem— -
pre es menor que el divisor, se sigue que al dividir todos los
* millares del dividendo por el divisor, hallaremos por cociente
 entero el nimero de millares del cociente, .Y por resto la segun- -
da parté de. que hemos hablado, es decir, ios millares del divi-
. dendo que provnenen del “producto del divisor - por todo lo que
queda del cociente. .
SEGUNDO PRINCIPIO. St dmdtmos todas las unidades de un -
cierto orden: del. dividendo de una, division por el divisor, y.
restamos de este. dividendo parcial el producto del ‘divisor por
el cociente entero hallado, el resto que se oblenga segmdo dela
. inmediata cifra del dividendo dividido por el mismo divisor,

- . nos dard un-cociente entero exaotamente igual d la ctfra del tn—

mediato drden mfenor del cociente. .

. En efecto, si 4 la derecha del resto hallado ponemos las clfras )
‘que quedan en el dividéndo, el nimero que resulte serd eviden--
temente igual al producto del divisor por;todo lo. que resta des—
pues de los millares- del cociente. Por tamo, si de este nimero -
.tomamos todas las centenas, es decir, el niimero que resulta-de
colocar 4 la derecha del resto la’ cifra siguiente del dividendo, v
. las dmdimos por el divisor, el _cociente entero que resulte sera. .
exactamente igual, segun el principio anterior, 4 la. cifra de las-
" centends del cociente, 6 sea la cifra del mismo orden que expre-
sa-1a qye se coloca @ la derecha del resto hallado.

_Demostrados estos dos prmclplos, pasemos & la.division de un -
numero polidigito por un nimero cualqmera, y sea, por ejemplo,
dmdlr 121074646 por 34573. _ :

Dnspuesta la operacion del modo siguiente, -

21074, 646 ' 3k573
P 17355 6 3502
' 69 146
’ 0 ' . . B .
“observaremps que tomando 4 la izquierda del dividendo el mis~
* mo numero de cifras que tiene el divisor, €l numero que resulta
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es- menor que dicho divisor; -tomando una cifra més, hallaremos
el nimero 121074, que dividido por el divisor (caso 2. )
da el cociente entero 3 y el residuo 17355. A
. Ahora bien, el nimero 121074 expresa todos los millares del -
dividendo, luego segun el prinier principio la cifra 3 sera la de
los millares del cociente, es decir, la cifra del. 6rden superior
. del nimero que se busca. Por cohsiguiente, ftomando & la iz~
quierda de un dividendo tantas cifras como tiene el divisor, ¢

- una mds si el mimero que-resulta es menor-que dicho divisor,
y efectuando la division de esta porcion del dividendo por el
divisor, el resultado que se obtzene s la cifra del-orden supe- -
rior del cociente.

Si 4 la derecha del resnduo de esta dmsnon colocamos la ci-
fra siguiente del dividendo, tendremos el ruevo dividendo par—
cial 173556, que dividido por el divisor nos da, segun el prin-
cipio; segundo, la cifra 5 que sigue en el cociente 4 la del érden
seperior, es_decir, en este caso la de las centenas: Iuego multi—
plicando la primera cifra hallada én el cociente por el divisor,

restando el producto de la parte separada en el dividendo, ba- -

Jando & la derecha del resto obtenido la cifra siquiente del

.- - dividendo, y dividiendo el nimero que resulta por el dwzsor,

hallamos la segunda cifra del cociente. )

- Halladas las dos primeras cifras 3 y 5 del cociente, y ha-‘
biendo restado. de Ia parle separada- del dividende los .productos
- del divisor por cada uma de estas cifras consideradas con sus
* correspondientes valores relativos, el resto 694 que se obtiene,

-es el mismo que se obtendria restando del dividendo parcial - -

1210746 el producto del divisor por las centenas 35 del co—
ciente.

Si 4 la derecha de este resto, que ‘expresa® centenas, bajamos’
la cifra siguiente 4 del dividendo, hallaremos el niimefo 6914
.que dividido por-el divisor, nos debe dar, segun ¢l principio se-

. gundo, la cifra del drden siguiente' del cociente, es decir, las - '

decenas; "pero como 6914 es menor que el divisor, se sigue que
no hay en el cociente unidades de ‘este grden, por lo que pon—
‘dremos cero’en 'su lugar. : -
Bajando 4 la derecha de este nuevo resto la ulnma cltra del
cociente, y dmdxendo el niimero que resulta por el dmsor, ha~
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. llaremos la cifra 2 de las-unidades del cocxente finaluiente, mul-
tiplicando el divisor por esta tltima cifra hallada, y.restando el
* producto del dividendo parcial, nos da el resto cero, cuyo resul-,
tado indica que 1z division es exacta y que el cociente es 3502.

31. Detodo lo dicho se deduce la regla general, que para

~ dividir un nimero por otro, se escribe el dividendo 'y ¢ conti-
nuacion el -divisor subrayado, separados por dos punlos 6 una

- raya; despues se toman ¢ la izquierda del dividendo tantas ci-

 fras como hay en el divisor 6 una mas si el nimero que resulta "
" es menor que dicho divisor, se efectiig. la division de esta por-
cion del dividendo por el.divisor sequn el segqundo caso; y el re- .
- sultado que se oblenga serd la cifra;del drden superior del co-

 Ciente; se multiplica esta czfra por el divisor, y el producto se -

resta de la porte separada 6 la izquierda del dividendo. Al
lado del resto-se baja la cifra siguiente; y el mimero resultante
se-divide por el divisor, lo que da la sequnda cifra del cocien—
te; se multiplica ésta por el divisor, y el producta se resta del
dividendo parcial correspondiente. Al tado del resto,.se baja la

" ctfra que sigue en el dividendo, y ast se continia hasta gie no

haya mas cifras que bajar; en cuyo caso, si el wltimo resto es
cero, la division serd exacta y el cociente mumphcado -por el
divisor dard el dwzdendo, si nio loes, la division es inewacta

'y el dividendo serd igual al producto del cociente:entero por él

divisor mds el residuo. :

OpsErvacionEs. 1.* Puede suceder que despues de’ anadlr a -
un resto’ cualqulera la cifra sngmente del dividendo, el ngmero,
“que resulte sea meror que.el divisor, lo cual dard 4 conocer que
10 hay en el cociente unidades de aquella especie, y se proce~
~ derf & determinar la cifra que sigue, pomendo antes cero.en el
o lugar del érden que falta.

2.* Cada uno de los restos obtemdos en las div1s10nes parcla-
les, es menor que el divisor, Y ‘por tanto agregéndole la cifra -
. que sigue én el dividendo, el numero que resulta es menor que -
. diet veces ‘dicho’divisor; por cuya razon. pinguna division par~
. cial podra dar por-cociente un numero entero mayor que 9. '

:32. Cuando el dividendo y. divisor.sean bastante crecidos y
el cociente deba tener muchas cifras, conviene, para evitar los
tanteos que en la préctlca se hacen, formar de antemano ‘los
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productos del divisor por cada una de las nueve primeras cifras,
Y- 0o habré més que ir restando de cada uno de los diferentes
dividendos parciales el mayor producto que esté contenido de
los nueve formados; teniendo cuidado de ir anotando en el co-
ciente la. cifra que corresponda 4 cada uno de estos productos.
Por este medio la operacion de dividir queda reducida 4 efec—
tuar una serie de restas, lo cual es més sencillp que ejecutar la
division por el método ordinario. "

Propongdmonos, por ejemplo, dividir el ntmero 202693986
por 4653. : ‘ .

Dispondremos esta operacion de la manera siguiente :

202693986 : £653

18612 ' PRODUCTOS DEL DIVISOR POR
43562 ~ LAS CIFRAS SIGNIFICATIVAS.
16573

13959 .. ... .. £653
_— 2. . .. ... 9306
26149 : R 13959
- 23265 b, 18612
28848 5. . ... ... 23265
27918 - 6o v et 27918
' ' T o oo oo .. 32574

9306 :
9306 8 . . 3722k

_— 9. . .. ... M8TT
0 .

R mayor producto contenido en el primer dividendo parcial,
es 18642, que corresponde 4 la cifra &, primera del cociente;
puesto debajo y restado de dicho dividendo parcial, da la resta
1657, 4 la cual agregando la cifra siguiente, da el nuevo divi-
dendo parcial 16573, con el que se hace lo mismo; continuando
de este modo llegamos 4 obtener el cociente 43562 y el resto
cero, lo cual nos prueba que la division es exacta.
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" LEGGION V.

Operaciones fundamentales con los nimeros concretos. — Aplicacion de las cuatro
operaciones a la resolucion de problemas. — Problemas.

Operaciones fundamentales con los numeros conoretos.

33. El cilculo de las cuatro operaciones con niimeros concre-
tos se hace, en cuanto al valor numérico, 1o mismo que con ni-
meros abstractos; pero en cuanto a la especie del resultado hay
que tener en cuenta la de los datos. -

34. Para sumar varios numeros concretos, es necesario que
todos sean homogéneos, se suman como si fuesen abstractos, y el
resultado serd de la misma especie de los sumandos.

35. Para restar numeros concretos, es necesario que minuen-

do y sustraendo sean homogeneos, se restan como abstractos, yla

resta serd de la especie del minuendo.

36. En la multiplicacion de numeros coneretos pueden suce-
cer dos casos: que sean de una misma especie, 6 que no lo sean;
si son de una misma especie, se multiplican entre si, y el pro-

“ducto serd de la especie de los factores, teniendo siempre cuidado
de considerar 4 uno de ellos como abstracto que sblo expresa las
veces que el otro se ha de repetir. )

- Hay que considerar 4 uno de los factores como abstracto, por-

. que sino daria origen & errores de gran consideracion. En efec-

to, supengamos que queremos multiplicar 2 reales por 2 reales:-

considerando al segundo, por ejemplo, como abstracto que nos
indica las veces que hemos de repetir el primero, se tendrd por
producto % reales ; pero si no le considerasemos como abstracto,
* entdnces, como 2 reales es igual 4 17 cuartos, el producto de 17
cuartos por 17 cuartos seria tambien 4 reales, lo que no es
verdad (*).

Cuando los factores son de dlstmta especie, se considera. al
multiplicador, que es de la especie distinta 4 1a que debe resul-

(*) No se considera el caso de multiplicar dos nimeros cuyo resulta-
do debe ser un nimero de ‘superficie 6 volimen en el cual no hay que
hacer tal hipdtesis.
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tar en el producto, como un nimero abstracto. Asi, si se han de
maultiplicar 2 reales por 3 varas y sabemos que el producto ha
de ser reales, el 3 varas se considerard como abstracte y serd
2 reales multiplicado por 3, igual & 6 reales. Si por el contrario
el producto ha de ser varas, entonces serd 3 varas multiplicado
por 2, igual 4 6 varas.

37. En la division de ntmeros concretos tambien hay que
considerar dos casos: que dividendo y givisor sean de una mis-
ma especie, 6 que no lo sean; si son de una misma especie, el
cociente debe considerarse como un nimero abstracto que ex-
presa las veces que el diviser estd contenido en el dividendo.
Asi, 12 reales dividido por 3 reales es xgual 4 &, nmimero abs- -
tracto.

Si dividendo Y divisor son de distinta especie, se efectﬁa la
division como si 4mbos fuesen abstractos, y el cociente serd de
la misma especie del dividendo. Asi, 12 reales dividido por 3
varas, da de cociente 4 reales.

Aplicacion de las cuatro operaciones & la resolucion de problemas.

-38. Haremos uso de la adicion, siempre que se tenga que reu-
nir en un solo nimero los valores de varios.

39. Haremos uso de la sustraccion, siempre que se trate de
hallar la diferencia que hay entre dos mimeros, 6 siempre que
debamos qustar 6 rebajar un nimero de otro.

40. Emplearemos la multiplicacion, 1.°, cuando se trate de
repelir un mimero por sumando un cierto numero de veces, en
cuyo caso se multiplica el nimero dado por el que expresa las
veces que se ha de repetir; 2.°, cuando dado el valor de una
unidad, se quiere hallar el de varias, para lo que se multiplica
el valor de una por el nimero de ellas; 3.°, para reducir uni-
dades de especie superior & inferior, lo cual se consigue multi-
plicando las unidades dadas, por 1as que una de éstas tenga de
la inferior. La muluphcaclon se usa ademas en otros muchos
casos que pueden reducirse 4 los tres anteriores.

41. Muchas aplicaciones tiene la division, pero las mas prin-
cipales son: 1.*, ver las veces que un numero contiene & otro,
para lo cual se divide el nimero por aquel que ha de estar con-
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tenido; 2.*, dado el valor de varias unidades, hallar el de una,
lo que se consigue dividiendo el valor dado por el nimero de
las unidades, y el cociente serd el valor pedido; 3.%, reductr
untdades de especie inferior a unidades de especie superior, lo
que se obtiene dividiendo las unidades dadas por las veces que
una esta contenida en‘ la superior; £.%, hallar la mitad, terce-
ra, cuarta, etc. parte de un nibmero, para lo cual no hay mas
que dividirle por 2, 3, &, etc.; 5.%, dividir un nimero en par-
tes iquales, lo que se con!’gue dmdlendo el niimero dado por el
que expresa las partes’en que se ha de dividir.

Problemas.

i. Una persona gasta anualmente 480 reales en botas, 1357

en pantalones, 2254 en levitas, 450 en chalecos, 1874 en ropa

 blanca, 258 en- sombreros, 8375 en caballo, 16450 en casa, y

20860 en su manutencion. ;Cudnto es su gasto anual? — So-
lucion, 52558 reales.

2. Una persona liene varias haciendas: la primera le renta
al aiio 12500 reales, la sequnda 38550, la tercera 14788, la
cuarta 24689; esta misma persona tiene de gasto anual 12575
reales por la casa en que vive, 15782 por gastos de coche, 7189
por la ropa que viste, 4390 por teatro,y 24638 por su manu-
tencion. jCuanto podrd ahorrar? — S. 25923 reales.

3. St en una caja han enfrado varias sumas, cuyo total es
84875 reales, y ha pagado tres letras, la primera de 48570 rea-
les, la sequnda de 24637 y la tercera de 11348, jqué alteracion
habra sufmdo? — S. Ninguna.

k. Se quiere saber el capital que tiene una persona d quien
le deben tres sugetos: el primero 2568 reales, el sequndo 3497,
y el tercero 8579 ; pero que en cambio esta persona debe @ un
prestamista 18575 reales. — S. No tiene capital, sino que debe
3931 reales.

8. Cudl es la cantidad 37 veces mayor que k787 — S. 17686.

6. Si una vara de paito cuesta 136 reales, ;cudnto costardn
23 varas? — S. 3128 reales.

7. (Cudntos reales hacen 37 napoleones, teniendo 49 reales el
napoleon? — S. 703 reales.
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8. Stun hombre hace en un dia 374 varas de una obra, jcudn-
tas haran 2k hombres? — S. 8976 varas.

9. St un hombre hace en un dia 374 varas de una obfa,
joudntas hardn 2% hombres en 36 dias? —S. 323136 varas.

10. jCudntas veces estd contenido el mimero 324 en 87487
— S. 27 veces. :

1. Repartiendo 768 cuartos entre 32 pobres, ;G como les
toca? — S. A 24 cuartos.

12. ;Cual es la quinta parte de 320137 — S. 6403.

13. jCudntos duros hacen 1840 reales? — S. 92 duros. _

15. 23 varas de tela han costado 736 reales ; jd como cuesta
la vara? — S. A 32 reales. ‘ ,

15. St 2k hombres hacen 1008 varas de una cierta obra en
un dia, jeudntas varas hard un hombre solo? — S. 42 varas.

16. Se han necesitado 120 obreros para hacer una-obra en
un dia; joudnios obreros se necesitarian para hacerla en 45? —
S. 8 obreros. ,

17. 8 hombres han hecho una cierta obra en 120 dias ; para
hacerla en 15 dias, ;cudntos* hombres se necesitardn? — S. 6%
hombres.

18. &5 varas de alambre han costado 765 reales con 6412
reales, jcudnto alambre se comprard? — S. 36 varas.

19. Un'buque que contiene 3600 hombres tiene viveres para
28 dias; habiendo muerto 800 hombres, ; para cudntos dias ten-
drdn? — S. Para 36.

20. 12 varas de tela han costado 204 reales; 37 varas,
Jeuanto costaran? — S. 629 reales.

21. 8i 100 reales nominales de un papel cualquiera del Es-
tado equivalen & 25 efectivos, con un millon de reales efecti-
vos cada mes, jcudnto papel podra amortizarse en un aiio? —
S. 48 millones. '

22. Si 6 varas equivalen prozimamente @ 5 metros,. 354 va-
ras, ;G cudntos metros equivaldran? — S. A 295 metros.

23. Sequn la misma relacion, j& cudnfas varas equivalen -
375 metros? — S. A 450 varas.

2%. Se llama kllogrametro una unidad de fuerza capaz de
elevar en un segundo & un.metro de altura un kilégramo; 75 ki-
logrametros equivalen d otra unidad de fuerza que se llama ca-
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ballo de vapor. El agua que cae de una altura se precipita con
una fuerza capaz de elevar a la misma altura un peso equiva-
lente al del agua que cae; por tanto, ;4 cudntos caballos de va-
por equivaldrd la fuerza motriz de un manantial que se preci-
pita de una altura de 2% varas, sabiendo que en las 24 horas
pasa una cantidad cuyo peso es 19.440000 ktlégramos? -
S. 60 caballos.



 SEGUNDA PARTE.

PROPIEDADES GENERALES DE LOS NUMEROS.

LEGCION VI,

Modo de representar los nameros en general. — ldea de los limites y generalizacion
de las definiciones. — Calculo de los niimeros representados por letras,

Modo de representar los numeros en general.

42. Cuando se trata de demostrar alguna propieded de las
que gozan los nimeros, conviene representarlos de una manera
general, y se hace por signos que, careciendo de los valores nu-
méricos que cada uno de ellos pueda tener, expresen los niime-
ros con las condiciones que se exigen en la cuestion. Las letras
del alfabeto son las adoptadas para representar los nimeros de
una manera general; y como éstas son en mimero limitado y cada
una de ellas no puede representar, en una cuestion particular,
nada mds que uno, podria llegar el caso que faltaran signos para
representar los nameros; pero- si se conviene en que poniendo a
una letra uno, dos 6 mds acentos represente niuneros distintos,
" queda vencida esta dificultad, puesto que con una sola podrian

representarse todos los niimeros imaginables.
Los acentos se colocan 4 la derecha y un poco més alto que
-la letra, sustituyéndolés por niumeros romanos siempre que pa-
sen de tres, y por una letra encerrada dentro de paréntesis (*)
cuando se quiere expresar un nimero indeterminado de ellos. -
Asia, a', a”, a”, av... a™, se leen a, @ prima, a sequnda, a
lercera, a cuarta... a con n acentos.

(*) Para que no se confunda con el exponente (véase exponente).
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Tambien se acentian las letras poniendo nimeros lamados
subindices 4 1a derecha y un poco mds bajo, en esta forma: a
a,a,a,..6,Y se leen a, a subuno, a subdos, a subtres... a
sub-n. :

"El uso de les acentos y de los subindices es muy conveniente en

“mis de una ocasion, como veremos en lo sucesivo, y se emplean,
en general, siempre que tengamos que expresar varias can—’
tidades que, siendo diferentes en valor numérico, tengan cierta
relacion, ya sea por su naturaleza 6 por otra causa cualquiera.

£3." No se crea, sin embargo, que una demostracion serd mds
0 ménos general, segun que los nameros que entren en la cues—
tion estén 6 no representados por letras. Si la demostracion es
buena, tan general es de una manera como de otra, porque el
razonamiento que se haga sobre un nimero particular, se apli-
card igualmente 4 otro que se halle en las mismas condiciones.
Ahora bien, si para demostrar una propiedad de las que goza un
numero que satisface 4 ciertas condiciones se elige uno de estos
numeros, generalmente se cree por aquellos que no comprenden
bien en qué consiste la demostracion, que ésta solo es aplicable
al niimero que han elegido, al paso que representindole por una
letra en la cual se hace abstraccion del valor numérico, lo que
de esta letra se dice queda dicho de todos los ndmeros particu—
lares que estén representados por ella. Esto, sin embargo, no es
exacto: la demostracion, tan general es en uno como en otro caso; -
mas para comprenderlo asi es necesario prescindir del valor par-
ticular del nimero, y no solo ver en él aquel que se considera,
sino cualquiera otro que se halle en las mismas condiciones; y
como es mucho mds ficil comprender que una letra  pueda re- -
presentar cualquier niimero que cumpla con ciertas condiciones,
que un niimero particular de éstos, de aqui la ventaja de adop-
tar las letras en vez de los nameros.

Otra de las ventajas de preferir las letras 4 .los nmeros en
las demostraciones de principios 6 verdades, es, el que no siem—
pre puede hallarse ni ser calculado con prontitud un mimero
que cumpla con tal 6 cual condicion; miéntras que una letra
puede representarle con la condicion que se quiera. ’

k&. Los signos que se emplean para indicar las operaciones,
son 4, —, > 6(.),(:), que como sabemos, expresan res-
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pectivamente las cuatro operaciones de sumar, restar, multipli-
car y dividir.

' Cuando los factores de una multiplicacion estdn representa-

dos por letras 6 por un niimero y una letra, se suprime el signo

' y queda indicada poniendo uno al lado del otro, principiando

s1empre por el nimero, el cual toma el nombre de coeficiente;

asi, a >< b =ab, 5 > a = Ba; por lo tanto diremos que,

Coeficiente es un nimero que se escribe 4 la izquierda de una
cantidad representada por letras, y que con sus unidades expresa
las veces que dicha cantidad esta repetida como sumando.

Ezponente es el niimero que se escribe & la derecha y un
poco mds alto que la cantidad, y con sus unidades indica las ve-
ces que estd repetida por factor. Asi, a®*=a>< a < a = aaqa.
El nimero 3 es el exponente.

Potencia de una cantidad es el resultado de repetir dicha
cantidad como factor un cierto niimero de veces; llamandose
sequnda, tercera, cuarta, etc., segun que entre por factor dos,
tres, cuatro, etc. veces.

Raiz de una cantidad es otra que repetida un cierto nimero
de veces como factor nos da la primera; llamdndose cvadrada
0 sequnda, cibica 6 tercera, cuarta, etc., y en general enésima,
segun que se haya de repetir por factor dos, tres, cuatro 6 n ve-
ces para que produzca la cantidad de la cual es raiz.

El signo que indica la raiz de una cantidad llamado radical
es ¥ ; en la abertura de! signo radical /" se pone el ni-
mero llamado indice que expresa el grado de la raiz, y debajo
de la raya se pone la cantidad de la cual se ha de extraer dl—
cha raiz.

Los signos de relacion son =, <>, >, <, ==, P, <,
que se leen: tgual a, equivalente 6, mayor que, menor que, no
es tqual @, no es mayor que, no es menor que; y el resultado
de estas relaciones se llama igualdad , equivalencia 6 desigual-
dad, segun que se ponga uno de los signos =, <>, 6 > <.

Cuando una eantidad se deba sumar ¢ restar indistintamente
de otra, se pone el doble signo =+ 6 5= que se denomina de am—
bigiiedad, y se lee mas meénos 6 ménos mas.
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Idea de los limites y generaliuéion de las definiciones.

45. Antes de pasar al cdlculo de los niimeros representados
por letras, debemos observar, que careciendo éstas de valor ab~
soluto, pueden representar un nimero cualquiera; y como-éste
puede ser de cuatro modos (%), es necesario ver si las definicio-
nes de las operaciones fundamentales dadas hasta aqui, son apli-
cables 4 cualquier ntimero.

46. Siendo el nimero, como venimos considerindolo, el re—
sultado de la comparacion de una cantidad con su unidad, vemos
que representa el valor de dicha cantidad, por cuya razon se
suele tomar por la cantidad que representa en euyo caso, el ni-
mero se llama concreto.

Ahora bien, el cilculo aplicado 4 los némeros, como los re-
presentantes, digdmoslo asi, de las cantidades, no ofrece dificul-
tad en las operaciones de sumar y restar; porque siendo de una
misma especie, como por su naturaleza lo exige la cuestion, se
-comprende ficilmente, que el resultado indicara una cantidad
cuyo valor numérico serd igual 4 la suma 6 diferencia de los
valores numéricos de las cantidades que se sumaron 6 restaron;
pero en la multiplicacion y division carecen en general de senti-
do las definiciones dadas para los nlimeros abstractos. En efec—
to, multiplicar, por ejemplo, 7 varas por 5 reales, dicho asi sim-
plemente no quiere decir nada, por lo cual estos casos no se de~
ben considerar; pero como se presentan en la resolucion de los
problemas, tanto en matemdticas como en otra ciencia cualquiera,
lo que se hace es prescindir de la naturaleza de la cantidad y
hacer las operacioues necesarias con las relaciones que hay en-
tre estas cantidades y sus unidades, es decir, con los numeros
abstractos, y considerar el resultado como el valor numérico de
la cantidad que debe obtenerse segun las condiciones del pro—
blema. Asi se comprende como en una cuestion pueden entrar
cantidades de distinta especie y pueden combinarse entre si por
medio de las operaciones del cdlculo aritmético.

Visto ya que en el cdlculo de las cantidades se debe prescin—
dir de su naturaleza y verificarle con los nimeros abstractos que
indican las relaciones en que estdn dichas cantidades con sus
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unidades, siendo el resultado de la naturaleza que marque la
cuestion, tenemos tedavia que salvar otra dificultad, y es, que
no siempre podremos hallar valores numéricos exactos de las
cantidades que entran en una cuestion; y entonces ;como obte—
ner los resultados de las operaciones que deben hacerse con di-
chas cantidades? Las cantidades que no se pueden medir con una
unidad ni parte alicuota de ella, sabemos (4-4.°) que dan origen
a los nimeros tnconmensurables: estas cantidades, llamadas tam-
bien snconmensurables, solo pueden apreciarse aproximadamen-
te; para lo cual se divide la unidad en un cierto ndmero de par-
tes iguales, y colocando una de ellas sobre la cantidad que se
. quiere medir. todas las veces que se pueda, obtendremos un res-
to menor que una de estas partes, y un nimero fraccionario que
expresard el valor de una cantidad que se diferencia de la ver-
dadera en el resto obtenido; y como éste disminuye 4 medida
que es mayor el nimero de partes en que se dividio la unidad,
se sigue que el error cometido tomando por el valor de la canti-
dad inconmensurable, el de la que resulta despreciando el l-
timo resto, puede ser tan pequefio como queramos, y por lo tan—
to menor que cualquier cantidad dada por pequeia que sea; de
modo, que el valor numérico de la cantidad en cuestion, 6 sea el
ntmero inconmensurable, se podra considerar como el limite de
la serie de los nimeros fraccionarios que expresan las rélacio—
nes aproximadas de la cantidad con su unidad; entendiendo
por limite de una cantidad que varia, ofra cantidad fija ¢ la
cual se va aproximando la primera cuanto se quiera, pero sin
ser jamas rigorosamente tgual a ella. De esta definicion se de-
duce, que pudiendo ser la diferencia que hay entre la cantidad
variable y la fija tan pequefia como queramos, se podrd decir
que son iguales en el limite. '

Esto supuesto, cuando esta clase de cantidades inconmehsu-
rables entren en un calculo, consideraremos los valores numé-
ricos que sdlo las representan aproximadamente, y obtendremos
asi resultados aproximados, que lo serdn tanto mds, cuanto ma-
yor sea la aproximacion de los niimeros que entran en la cues-
tion. '

&7. Lo tinico que ahora nos falta probar es, que asi conio los
nlimeros inconmensurables se consideran como limites de nime-
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ros fraccionarios que se les aproximan cada vez mis, los resul-
tados del calculo aritmético, hecho con estos nimeros inconmen-
surables, son tambien los limites de los resultados de las opera-
ciones que se efectu’an con los mimeros aproximados, & medida
que éstos se aproximan G sus limites respectivos; para lo cual
demostraremos los dos principios siguientes:

Prisiero. Una cantidad variable A no puede tender & la ves
hacia dos limites diferentes L y L', porque & medida que vaya
aproximandose la cantidad A al limite menor L, la diferencia
entre A y L' no podra ser tan pequefia como se quisiera, puesto
que se iria aproximando 4 valer L' — L; luego segun la defini-
cion de limite, L' no puede serlo.

SeGUNDO. Si dos cantidades A y B son variables 4 y se verifica
que en todos sus estados de magnitud son iguales, sus limites
tambien lo serdn. En efecto, si fuesen los limites desiguales tales
como L y L', tendriamos, que como la primera se aproxima in-
definidamente 4 su limite L, y la segunda al suyo -L’, dejarian
de ser iguales & medida que se fuesen aproxiwando & dichos li-
mites, lo cual es contra la hipotesis; Iuego los limltes LyL
tienen -que ser iguales.

Ahora bien, una operacion cualqulera hecha con los niimeros
aproximados, da un resultado que varia 4 medida que lo hacen
los numeros que entran en ella, y 1a operacion indicada es cons-
‘tantemente igual al resultado de la misma, cualquiera qué sea
el grado de aproximacion; por lo tanto, segun lo demostrado an-
teriormente, en el limite tambien lo serdn; luego el resultado de
las operaciones hechas con nimeros inconmensurables, es el li-
mite de los resultados que se obtienen poniendo en vez de los
inconmensurables, los mimeros que los representan.

Quedando pues, reducido el cilculo de las cantidades al de
los numeros que la representan en abstracto, y éste al de los
nimeros enteros 6 fraccionarios, y siendo las definiciones aplica-
bles & éstos, lo son tambien & todos los numeros considerados
siempre como ahstractos.
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Ciloulo de los numeros representados por letras,

48. Para sumar nimeros representados por letras, se escri—
ben las unas 4 continuacion de lds otras con el signo 4- inter-
puesto. Asi, la suma de los nameros a, b, ¢ y d, sera:

a+b+c4d.

Para restar un ndmero de otro, se escriben con el signo —
intermedio. Asi, a — b expresa la diferencia que hay entre a y b.

La multiplicacion queda efectuada colocando los factores unos
& continuacion de los otros sin interposicion de signos, haciendo
uso del exponente en el caso de haber dos 6 mds factores igua—
les. Asi,a>< b=ab,a < a>x<b=a%.

El cociente de dos ntGmeros queda expresado poniendo uno
debajo del otro con una raya intermedia. Asi, a: b = %.

En efecto, miéntras que & estas letras no se les den valores
particulares, no podremos sino dejar indicadas por los signos cor-
respondientes'las operaciones que con ellos se hayan de efectuar.

£9. Cuando los términos de una operacion sean sumas 6 res—
tas indicadas, es necesario encerrarlos dentro de paréntesis,
pora reconocerles como tales términos. Asi, teniendo que indi-
car el producto, por ejemplo, de ¢+ b por ¢ — d, se escribira

(@ +b) (c—d);

porque si no hiciésemos uso del paréntesis, quedaria indicada
la operacion de este modo: a +b><¢c—d =a+bc—d, lo
cual dice que se ha de afiadir 4 a el producto bc, y de la suma
se ha de restar el niimero d; operacion muy distinta de la que
se queria expresar.

Si queremgs sumar los nimeros representados pora+b+c,
a+b-+e, yc—+ b+ d, seindicaré la operacion del modo si-

guiente: )
(a+b+c)'+ (a—l—'b+e) +(c+b+d);

y la suma quedari efectuada pomendo los sumandos unos 4 con-

tinuacion de otros con sus propios s1gnos, Y haclendo uso del
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coeficiente en el caso de haber niimeros iguales. La suma anterior
dard:

(a+b+c)+(a+b+e)+(c+b+d)=
a+b+c+a+b+e+c+b+d=2a-+3b+2+d+e.

En efecto, al sumar dos niimeros representados por dos su~
mas, es evidente que serd necesario agregar 4 la primera la su-
ma de los nimeros de la segunda, & ésta la de los nimeros de
la tercera, y asi sucesivamente; lo cual podra hacerse agregan—
do desde luégo el prxmer niimero, despues el segundo, en segui-
da el tercero, y asi sucesivamente.  *

Si tuviéramos que sumar dos diferencias, al valor de la pri-
mera agregariamos la diferencia de los nimeros que expresa la
segunda, lo cual se consigue agregando 4 la primera diferencia
el minuendo de la segunda, y restando del resultado.el sustraen-
do de la misma. ° :

50. Luego para. sumar varias sumas 0 diferencias mdwadas
se escriben los nimeros que forman los sumandos, unos & con—
tinuacion de otros con los signos que tengan, y despues se hace
la reduccion por medio de los coeficientes.

"Ahora bien, cualquier nimero con el signo + tiende 4 au-
mentar el resultado en tantas unidades cuantas vale, y el que
lleva ‘el signo — tiende 4-disminuirle; luego la suma de varios
numeros que llevan el suyno + 4y el signo — sera tqual & la su-
ma de los primeros, ménos la suma de los segundos ; por lo que
4 esta clase de sumas se les llama algebraicas, pues aunque son
sumas, se efectian por medio de una resta : lo mismo se dice de
una diferencia.

51. Para restar de una suma ¢ dtferencm mdzcada, otra

suma 6 diferencia, se escribe el minuendo y & continuagion el
- sustraendo con signos cambiados.

Asi, (a+b-—c)—(e+d—f)=a+b—-c—e—_d+f.

En efecto, del minuendo tal cual sea, hay que restar la suma
0 diferencia de los niimeros que conslituyen el sustraendo, se-
gun que éste sea una suma 6 una diferencia: pero es evidente,
que restando sucesivamente cada uno de los sumandos que cons-
tituyen el sustraendo, habremos restado la suma de todos éstos;
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y como cada una de estas restas parciales se obtiene poniendo
el nimero que se ha de restar 4 continuacion de aquel que sirve
de minuendo con el signo —, resulta lo que se queria demostrar.

Si el sustraendo fuese una diferencia, el resultado se obten-
dria restando del minuendo principal el minuendo de la diferen-
cia-sustraendo, y agregando al resultado el sustraendo de dicha
diferencia.

En efecto, al restar del minuendo principal el de la diferen-
cia-sustraendo, hemos quitado tantas unidades mds como tiene
el sustraendo de la misma; por lo que agregando este sustraen-
do hallaremos el resto pedido.

Apliquemos este razonamiento 4 un ejemplo, y sea restar pri-
mero, del minuendo M el sustraendo a + b 4 c. Se indicara la
operacion asi: :

M—(e+b4c)=M—a—b—c.

En efecto, de M, hemos de restar la suma de los niimeros a,
by c¢; luego restando primero a, lo cual darda M — a; despues
b, 1o que da M—a — b, y por ltimo ¢, gbtenemos el resulta-
do pedido M —a—b—c.

Restemos, en segundo lugar, del minuendo M, el sustraendo

-a—b, y se tendra:-

M—(a—b)=M—a-+b.

En efecto, se nos pide restar del minuendo M la diferencia
a — b, es decir, ¢ ménos b unidades; restando, pues, el nime-
ro a, lo que da M — a, hemos restado b unidades mds de las
que se pedian, porque no eran a, sino a — b las que se habian
de restar; luego afiadiendo al resultado M — a, las b unidades
que hemos quitado de mds, tendremos el resultado pedido.

OsservacioN. Siempre que hallemos una cantidad dentro de
un paréntesis y fuera el signo —, debemos considerarla como
un sustraendo de una resta cuyo minuendo se ha reducido &
cero; de modo que podremos quitar el paréntesis, cambiando
los signos de la cantidad que hay dentro: asi,

—(@e+b—c)=—a—b—+c;
y. reciprocamente
—@+b—c=—(a—b+c).
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52. Para multiplicar una suma 6 diferencia indicada por
un nimero, se multiplica cada uno de los nimeros que consti-
tuyen el multiplicando por el multiplicador, y se ponen los pro-
ductos parciales los unos a continuacion de los otros con los
mismos signos que tienen en el multiplicando.

En efecto, el producto es del multiplicando lo que el multi-
plicador es de la unidad; luego si demostramos que tomando
nlimeros que sean respecto de cada sumando, lo que el multi-

_plicador es de la unidad, y que la suma algebréica de estos ni-
meros indicada por el multiplicando nos da el producto, el prin-
cipio quedara demostrado.

Sea la suma @ +b—c, y d el ndmero por que se ha de
muluphcar, Y vamos 4 demostrar que

(6 +bd—c)d =ad + bd —cd.

Consideraremos tres casos: 1.°, que d sea un nimero entero;
2.°, fraccionario;y 3.°, tnconmensurable.

PriMER caso. Siendo d un ndmero entero, el producto serd,
segun la definicion, d4veces el multiplicando ; luego

(a+b—c)d_a+b-—c—|—a+b—-c+a+b—c+
_ad+bd—cd

SeGUNDO caso. Si d es fraccionario, expresard un nimero m

de partes de la unidad dividida en n, que se indica asf,

De modo'_que el producto sera del multiplicando lo que % es de

la unidad, es decir, m veces la enésima parte; luego hallando
la enésima parte del multiplicando y repitiéndola m veces, ten-

dremos el producto.

- Pero la enésima parte del muluphcando es — + l ___?_,

n
porque
l.{_i_i "—lxn_l__ll ¢ o b_ .
pelalraiell L g X=X n=a+b—c;
luego el producto seré |

a . b c @ b ‘ ¢
—_— — —— N = — —_— — e .
(n +-n n)." nxm+”><m n><m
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Pero se tiene que ' '

] b ] m m _m
;‘-Xm+-’;-xmf?xm—ax7+bx7—cx w

. porque repetir la enésima parte de @, por ejemplo, m veces, es
lo mismo que repetir a, que es n veces mayor, un nimero de
veces que sea ese mismo mimero n de veces menor ; luego tam-
bien en el caso de ser fraccionario se verifica que

 (a+b—c)d=ad +bd—cd.

Tercer caso. Siendo d un ndmero mconmensurable, el pro- -
ducto de a + b — ¢ por d serd (47) el Uimite de los productos
que se obtienen reemplazando por d mimeros, fraccionarios que
se le vayan aprommando cada vez més, de modo que represen-
tando estos nameros por &', d”, d”... se tendra, segun los casos
anteriores, : ' :

(6+b—c)d =ad +bd'—cd'.
(a + b—c)d" =ad" + bd" — cd".

oooooooooooooooooo

Los productos obtenidos se van aproximando.al producto ver-
dadero, 4 medida que d', @”, d”... van. aproxnmandose 4 su li-
mite; luego se tendrd que siendo estas dos expresiones constan— -
temente iguales, en el limile tambien lo serdn (47); por consi- .
gmente tendremos

(a+b—c)d ad+bd—cd

Luego el principio queda demostrado en todos los casos.

-83. Para multiplicar una suma 6 diferencia indicada por
una suma, se multiplica todo el mulliplicando por cada uno de
los sumandos del multiplicador, y se suman los productos par—
ciales.

En efecto, hallando ntimeros que sean respecto del multipli-
cando lo que cada uno de los sumandos del multiplicador es de
la unidad, y sumando estos nimeros, obtendremos el niimero,
que serd de todo el multiplicando lo que el multiplicador es de
la unidad (52).

Sean los factores que hemes de multiplicar (@ 4+-b—¢) ¥
(m + n).

. 4
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El nimero que se busca ha de ser de (¢ +b—¢) lo que
m -+ n es de la unidad: hallando primero un nimero que sea
. del multiplicando lo que m es de la unidad, y despues otro que
sea del mismo multiplicando lo que n es tambien de la uni-
dad, y sumando estos nimeros, tendremos otro que serd de -
(@ + b—c), lo que m + n es de la unidad, y por consiguiente
el producto; pero el primero de estos némeros es (52)
(@ 4+ b—c)m = am + dbm — cm,
el segundo serd ‘
(6 +b—c)n= an+ bn—cn;

luego el producto pedido sera la suma de estos dos producms
parciales, y por tanto se tendra

(a+b—-c)(m+n)__am+bm—cm+an+lm—-cn

54. Para multiplicar una suma 6 diferencia por una dife-
‘rencia, se multiplica todo et multiplicando por el minuendo y
sustraendo del multiplicador, y se restan los productos pama-
les, cuya resta se obtendra con solo poner 4 la‘derecha del pri-
mer producto los términos del segundo con los signos cam-
biados (51).

En efecto, hallando nimeros que sean del multiplicando lo
que el minuendo y sustraendo del multiplicador son respecto de
* la unidad, y restando estos nimeros, es evidente que habremos
hallado el nimero que sera del multiplicando lo que el multi-
plicador es de la unidad, y por tanto el producto pedido.

Consideremos el producto de (@ + b —c) por (m — n): se-
gun la definicion (22) hemos de hallar un numero que sea res-
pecto de @ +-b—c, lo que m —n es respecto de la unidad:
hallando primero un nimero que sea de @ + b — ¢, lo que mes
de la unidad, y despues otro que sea del mismo multiplicando
lo que # es tambien de la unidad, y restando estos némeros,
tendremos otro que serd de @ + b—c, lo que m —n és de la
unidad, y por consiguiente el producto pedido; pero el primero
de estos nlimeros es (52) '

(a+b—c) m=am—+-bdbm —cm,
el segundo sera :
(a+b’-——c)n=an+bn:-cn;
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, luego la diferencia de estos dos ntimeros expresara el prodacto
que buscamos, y por tanto se tendrd

(a+b—c¢) (m—n):am+bm—-cm—an—bn+cn.

Donde vemos que el producto queda efectuado poniendo 4 la
. derecha del que resulta de multiplicar el multiplicando por el
minuendo del multiplicador, el producto con los signos cambia~
dos del mismo multiplicando por el sustraendo.
Osservaciones. 1.° De lo dicho anteriormente se deduce que
" el producto de dos sumas algebrdicas (50) se obtiene, multiphi~
cando la primera por cada nimero de la segunda, pomendo es-
tos productos unos & continuacion de otros con sus mismos sig—
nos o signos. cambiados, segun que los mimeros del multiplica-
dor lleven signo +6 —, y efectuando, por ultimo, la suma
algebrdica de todos estos productos. :
2.% De la 1gualdad (@ +b— ¢)m = am - bm — cm, se de-
duce que am +bm —cecm = (a+b—c)m=m (a 4+ b —c);
- ycomo (a-+b—c) se obtiene dividiendo cada término de
am - bm — cm por el factor m, resulta que se podra sacar una
cantidad factor comun de una suma algebraica, poniendo dicha
cantidad fuera de un paréntesis, y dentro lo que resulta de di-

widir todos los términos de la suma por el factor que se saco.
Asf,

am+bm—cm+d_=m~(a+b—c+%>.
En efecto, |

m a+b—c+%)=(a+b—c+%)m= '
: am+b.1:z—fcm+%m=,am+bm;cm+d.

$5. Para dividir una suma algebraica por un wimero, se .
divide cada uno de los sumandos; y la suma -algebrdica de los
“cocientes serd el cociente de la suma.
- En efecto, el cociente ha de ser tal que multiplicado por el
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" divisor ha de dar el dividendo; pero el producto del cociente
por el divisor se obtiene multiplicando cada término de aquel
por dicho divisor; y resulta, que como los términos del cociente
son los cocientes que han provenido de dividir los sumandos del
dividendo por el divisor, al multiplicarlos por éste, volveran &
dar los términos del dividendo; luego aquel seré el cociente.
Asi, tendremos

a+b—c __a b ¢
Tm owmtwmTw |
lo cual o deja duda, puesto que ¢l producto de i + i - 'mi

por el divisor m, es el dmdendo a+b—c, comod contmua-
cion se ve: '

(—+————-)m_—m+im——%m-—a+b—c.

Si el divisor fuese etra suma algebréica, se obtendria el co— .
ciente del mismo modo, dividiendo siempre cada térmil_lo del di-
videndo por todo el divisor. La demostracion es la misma. Asi,

a-|—b—c a + b __' ]
fH9— —h f+g—h  frg—h f+g—Fk

OBSERVACION GENERAL. Slempre que en los resultados de estas
operaciones haya sumandos, sustraendos, factores 6 divisores
iguales, se simplificardn haciendo uso de los coeficientes y ex~
ponentes.

Otra. Las demostracmnes que hemos dado en el cilculo de
los niimeros representados por letras, no sélo son aplicables al
caso de ser los niimeros enferos, sino tambien cuando sean frac-
cionarios & snconmensurables.
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“oLECGION VII.

Alteraciones que experimentan los resultados de la multiplicacion y dliialon, sogm
1as que sufren los datos. — Abreviaciones que pueden hacerse en ambas opera-
ciones.

Alteraciones que experimentan los resultados de la multiplicacion
y divisidn, segun las que sufren los datos.

El producto indicado de varios factores expresa que se ha de
multiplicar el primero por el segundo, el producto de éstos por
el tercero, ¢l que resulta por el cuarto, y asi sucesivamente.

86. El producto de varios faetores no varta, cualqmera que
sea el drden en que se multipliquen (*).

.Sea el producto a . b .c.d . f, en el cual demostraremos pri-
meramente que se puede cambiar uno de los factores con el que
tiene al lado, sin que dicho producto se allere. Supongamos que
los factores ¢ y d son los que van 4 cambiar, dando Origen 4 los
productos ¢ .b.c.d.fya.b. d.c. f, que 'vamos & demos-
trar son iguales.

En efecto, la parte de producto hasta el primer factor que se
cambia, nos da

a.b.c_a.b+a.b+a.b+....repetidoo'veces.

Estas expresiones igugles, dardn resultados tambien iguales
si las multiplicamos por el mismo nimero d que es el factor si-
guiente, lo que da '

a.b.c.d=(a.b+4a. b+a b+ ... repeudo c veces)d_
a.b.d+a.b.d+a.b.d+.. .. repetido ¢ veces.

(*) Este principio sélo se fuede demostrar ahora para el caso de ser .
nimeros enteros los factores; pero siendo verdadero, ya sean quebrados
6 inconmensurables, como lo demostraremos al tratar de estos nimeros,
podremos admitirle desde luégo como general & todos los casos, para
deducir tambien de una manera general‘las consecuencias que veremos
en seguida, y no tener que dégiucirlas, ahora para los nimeros enteros,
y despues para los quebrados y nimeros inconmensurables.
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Y como a . b.. d repetido c veces por sumando, es igual 4
: - a.-b.'d.'c,‘ "'
‘se sigue que , .
: g.b.c.d=a.b.d.c;

de modo, qué multiplicando estas dos expresiones iguales por los
factores que restan, que en este caso es solo f, se tendrd

a.b.c.d.f=a.b.d.o.f,

que es lo que debiamos demostrar.

Ahora bien, pudiendo permutar cada factor con el que tiene
al lado sin que por ello varie el producto, podremos hacer to-
das las permutaciones que queramos, permaneciendo siempre el
mismo producto, con lo cual queda el principio demostrado.

87. Si é uno de los factores de un producto se le aumenta ¢
disminuye una cierta cantidad, el producto vendra auvmentado .
- 6 disminuido en el del otro factor por la cantidad que se au—
mentd 6 disminuyd. ‘

Sea el producto ab == P.

Aumentando 6 disminuyendo 4 uno de los factores, a por ejem-
plo, una cierta cantidad m, se tendrd

(a==m)b = ab = mb =P = bm.

Donde vemos que el producto P. viene aumentado 6 disminui-
do en el producto de la cantidad m por el otro factor b, que €8
~ lo que debiamos demostrar.

58. Si se multiplica uno de los factores de un producto por
unmimero, el producto viene multiplicado por el mismo nimero.

Sea el producto ab=P.

_ Mu]uphcando uno cualquiera de sys factores, b por ejemplo,
por el namero m, se tendrd

-abm = Pm;
si, por el contrario, fuese a, se tendria tambien (56)
amb = abm =Pm. -
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Luego el principio queda demostrado. '
59. St cada factor de un producto se multiplica por un nti-
mero, el producto vendra multiplicado por el de los mimeros
por que se multiplicaron los factores.

_ Sea el producto ab=P.
Multiplicando el factor a por m y el factor b por n, resulta (56)
ambn = abmn = Pmn;

de modo que siendo mn = P', se tendrd ambn = PP'.

60. La‘reciproca no es verdadera: es decir, que si el produc-
to viene multiplicado per un nimero, no se puede asegurar la
alteracion que habrén sufrido los factores ; porque puede prove-
nir de haber multiplicado uno de ellos por el nimero que se mul-
tiplicd el producto, 6 bien puede haberse multiplicado cada fac-

tor por nimeros cuyo producto sea igual al nimero por que se
multiplicd el producto dado.

En efecto, sea el producto 5 >< & =20.

Si el producto 20 viene multiplicado por el nimero 6, puede
ser, 6 porque uno de los factores del 20 se ha multiplicado por
6,0 porque uno se ba mulnphcado por 3 y el otro por 2, cuyos
" dos mimeros 2 y 3 dan el producto 6, niimero por el cual apa-
- recia multiplicado el producto 20.

Sin embargo, sabiendo la alteracion del producto y la que ha
sufrido uno de los factores, se puede deducir la que ha experi-
mentado el otro factor. Asi, si se sabe que un producto viene’

multiplicado por un nimero entero cualquiera m, y uno de los
~ factores no ha sufrido alteracion, el otro factor vendrd multipli-
cado por €l mismo nimero m. Si viniendo multiplicado el pro-
ducto por m, uno de los factores viene multiplicado tambien por
el mismo numero, el otro factor no habra sufrido alteracion. Y
por ultimo, si el producto estd multiplicado por m y uno de los
factores aparece multiplicado por un factor n del nimero m,
el-otro factor vendra multiplicado por el otro nimero, que mul-
tiplicado por » nos da m.

61. De lo dicho anteriormente se deduce: 4 ° que para mul-
tiplicar un producto por un niimero, basta multiplicar por dicho
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ntimero uno de sus factores; 2.° para mulhphcar un producto

por otro, no hay mds que multiplicar sucesivamente el primero

por cada uno de los factores del segundo. .
62. Si uno de los factores de un producto se divide por un

ntmero, el producto viene dividido por el mismo nimero.

Sea el producto . - ab=P.

Dividiendo el factor & por un nimero, se tendrd representan—
do por &' el cociente de b por , y por P’ el nuevo producto: -

b _'_ P. '
Ahora blen si se vuelve. & multlphcar el factor b’ por n, ob~
tendremos (58) o
ab'n = P'n,

0 lo que es lo mismo
. ab="Pn;

pelo ab =P, luego P'n=P, de donde P' = P —; Y por consi-

gmente dividiendo un factor b por n, el producto P’ que resulta
es el cociente de dividir el producto primitivo P por el niimero
n ; luego dividiendo un factor por un nimero, el producto viene -
dividido por el mismo ndmero. :
63. Si se divide cada uno de los factores de un praducto por
un mimero, el producto vendrd dividido por el de los nimeros
~p& que se dividieron los factores. -

Sea el producto ab=P.

Dividiendo cada uno de los faétares por los miimeros respec-
tivos m y n, tendremos, llamando @' y &' 4 los cocientes y P’ al
nuevo producto, .

ab="P.

Si ahora volvemos & multlphcar los factores a' y &' por los
nlimeros respectivos m y , se tendrd (59)

amb'n = ab=P'mn;

]uego Pmn=P:
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y por tanto, P' es el cociente de dividir P por el producto de
los dos. nimeros m y n por los cuales se dividieron los factores
-del producto P, que es lo que debiamos demostrar.

64. Tampoco podemos saber las alteraciones de los factores
de un producto con sblo saber que éste se ha dividido por un
namero ;. porque segun lo dicho en los dos nimeros anteriores,
puede suceder que un producto se haya dividido por un niime-
" 1o m, a causa de haber dividido 4 uno de ellos por m, ¢ bien de
haber dividido uno de los factores por un nimero #, y ¢l otro
por un numero tal que multiplicado por » nos dé el nimero m.

Sin embargo, cuando se conoce la alteracion que experimen—
-tan el producto y uno de los factores, es muy ficil deducir la ,
que corresponde al otro factor.

En efecto, supongamos que un producto se divide por un nt-.
mero m y que uno-de los factores no ha sufrido alteracion; el
otro factor vendra dividido evidentemente por dicho mimero. m.
Si apareclendo el producto dividido por m, uno de los faetores
viniése dividido por el mismo nimero, es claro que el otro fac—
tor no habra sufrido alteracion; y por ultimo, si habiendo divi- -
dido un ‘producto por el niimero m y uno de los factores viniese
dividido por un niimero n, el otro vendra dividido por el mi-
mero que multiplicado por n produce el nimero m por el cual
se dividio el producto.

65. De lo dicho resulta, que para dmdu‘ un producto por un
nimero, bhasta dividir por dichd nimera uno de sus factores; 6
dividir los factores del producto, por los nimeros que multipli-
cados entre si dan aquel por el cual se quiere dividir el pro-
ducto propuesto; ¢ lo que es lo mismo, para dividir un pro-
ducto por otro, basta d1v1d1r los factores del prlmero por los del
segundo.

66. Para dwtdw un mimero por un producto, se divide pri-
mero por uno de los factores, el cociente que resulta se vuelve &
dividir por otro factor, el nuevo cociente se divide por un ter—
cer factor, y ast sucesivamente.

En efecto, sea el niimero N el que hemos de dividir por el
producto de los nimeros a, b, c.

Si dividimos N por a y llamamos al cociente N/, tendremos

‘=aN' 3. ‘
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" Dividiendo N' por b y llamando N” al caciente, se tendrd
N=0 [2 |

Y por altimo, dmdnendo N” por ¢ y llamando al cociente
N7, serd :
N"=¢N" (3]

Continuando del mismo modo si hubiese mds factores, llega-
remos 4 una Glima igualdad, la cual es en el caso presente,
N” ='¢N", de modo que poniendo en la anterior [2] en vez
de N’ su valor, tendremos N' = ¢bN”, y sustituyendo en [{] el

" valor de N', se tendra

N = cbaN".

Luego N”, {ittimo cociente hallado, es preclsamente ¢l cociens
te dedividir N por el producto abc.

67. De todo lo dicho anteriormente resulta: 1.°, que un pro—
" ducko queda multiplicado ¢ partido por un nimero, multipli-
cando 6 partiendo uno de sus factores por dicho ntimero; 2.°, que
st el producto viene multiplicado 6 partido por un nimero y uno
de los factores no ha sufrido alteracion, el otro debe venir mul-
_ tiplicado 6 partido por el mismo nimero; 3.°, que si un pro-
ducto y uno de los factores se ha mullzpltcado 0 pamdo por un
ntimero, el ofro factor no sufre dlieracion; %.°, si un factor se
mulhplwa 6 parte por un ngmero y el otro se multiplica tam—
bien o parte por otro wimero, el pr oducto vendra mulhplwado
é partido por el producto de los dos némeros; 5.°, si uno de los
factores se multiplica 6 parte por un numero y el otro se divide
i3 multtphca por el mismo mimero, el producto no sufre altera-
racion.

68. Si al dmdendo de una division se le aumenta 6 dismi-
nuye un nimero, el cociente viene aumentado ¢ disminuido en
el que resulta de dividir por el divisor la suma o diferencia
del nimero que se aumentd 6 disminuyd y del resto de la pri-
mera division si_lo habia ; st no lo hubiese, vendra entonces au-
mentado o disminuido.en el cociente de dsvidsr dicho nimero
por el divisor. . '
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En efecto, sea A un dividendo, B un divisor, Q el cociente,
Y R el resto, que podré ser cero: se tiene

" " A=BQ+R.

Aumentando 6 disminuyendo & estas dos expresiones iguales.
la misma cantidad m, se tendrd

Axm=BQ=xm-+R.
Dividiendo por B, tendremos

A+m +R4

_Q+ ‘ -

Ponemos el signo == entre m y R, porque cﬂando se toma m
con el signo + se ha de dividir la suma de m y R por B, y el
cociente afiadirlo 4, Q.

Pero cnando m lleva el signo —, entonces lo que hay que
d1v1d1r es—m—+R,ycomo —m—4R=— (m—R) (84),
“resulta que cuando m se toma con el signo —, 6 sea cuando
ha de disminuirse, hay que iestar del cociente () el que resulta

de dividir la diferencia m — R por el divisor. B.

Osservacion. Si m es tal que la suma 6 la diferencia entre
my R es menor qué el divisor B, el cociente no sufrird altera-
cion ; solo la resta R vendra aumentada 0 disminuida en dicho
nﬁmero m.

-Si se aumenta 6 disminuye el divisor en una cierta cantidad,
es evidente que el cociente, para que haya compensacion,' ven-
dré disminuido 6 aumentado en otra que seria facil determinar;
pero no se hace, por ser de poca importanch.

'69. Si se multiplica 6 parte el dividendo de una division,
ezacta por wn mf/mero, el cociente vendm multiplicado 6 parti-
do por el mismo nimero. »

- En efecto, el dividendo es un producto que viene multipli-
cado 6 dividido por un nimero, permaneciendo sin alteracion el
divisor, que es uno de los factores; luego el otro factor, qué es
el cociente, vendra (67-2.°) multiplicado 6 partido por el mismo
nlniero.

70. £ la division no es exacta, al multiplicar ¢ portir el .
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dividendo por un mimero, vendrin multiplicados 6 pamdos,
por el mismo mimero el cociente. y resto.
En efecto, siendo A el dmdendo, Bel lelSOl‘, Q el cociente,
YR el resto, se tiene
A=BQ+R.’

Y multiplicando 4mbas expresiones por M, serd (52)
"~ AM==BQM-+RM [];

 luego el coclente Q y el resto R vienen muluphcados por el mis-
mo nimero M.

OsservacioN. Si RM es mayor que B, podra dividirse por
dicho nimero; de modo que llamando Q al coclente y Ral
resto, tendremos

RM = BQ’ + R.

‘De modo que poniendo en la igualdad [1].en vez de RM su

igual BQ' + R/, se lendré -

AM =BQM + BQ' +R;
y sacando B factor comun .

AM =B (QM + Q')+ R
luego cuando el producto del resto R por el nimero M, es ma-.
yor que B, el cociente Q, no sélo queda multiplicado por el
niimero M por el cual se multiplicé el dividendo, sino que viene
ademas aumentado en el cociente que resulta de dividir el pro-
ducto ‘del mimero M y resto, por el divisor B.

71. Si en vez de multiplicar la igualdad [1] por el niimero M,
.Ia hubiésemos dividido, obtendnamos (67-4.°)

Q
M +M’

donde vemos que dividiendo A por M, el cociente Q) y resto R
. vtenen divididos por el mismo nimero.

72. Si se multiplica 6 parte el divisor de una division exac-
ta por un nimero, el cociente viene dividido 6 multcplwado por:
el mismo nimero. .
. En efecto, el dividendo es un,producto que no ha sufrldo al-
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teracwn el dmsor, que es uno de los factores, se ha multipli-
cado 6 parudo por un namero ; luego el cociente, que es el otro
factor, vendrd dividido 6 multlphcado por el mismo nime-
ro (67-5.°).
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sustituyendo este valor de R en la igualdad [2]}, se tnene

. B . B .o
'A=Y><QM+-M—><.Q + R

finalmente, sacando -% por factor comun, ser.é

— o (QM+Q) + T

donde vemos que e] cociente Q, ademas de venir multiplicado
por M, mimero por el cual se dividid el divisor B, viene au-
mentado en el cociente que resulta de dividir el resto R por el

.. B
nuevo divisor -

" 7%. De lo dicho anteriormente resulta que en toda division
exacta, al cociente le pasa lo mismo que al dividendo y lo con—
trario que al divisor; es decir, que multiplicando 6 partiendo el
dividende por un niimero, el cociente viene multiplicado 6 par—
tido por el mismo nimero; y por el contrario, multiplicando 6°
partiendo el divisor, el cociente queda dividido ¢ multiplicado.
De aqui se deduce: 1.°, que un cociente se multiplica por un
nimero multiplicando el dividendo, 6 dividiendo el divisor por .
dicho nimero: y aunque generalmente se emplea el primer mé-
todo, es porque no siempre se puede dividir exactamente el di-
visor; 2.°, que un cociente se divide por un numero, dividiendo
el dividendo 6 multiplicando el divisor por dicho wimere: y
por la misma razon que antes, se emplea mds generalmente el
segundo que el.primer método; 3.°, un cociente no se’ altera,
aunque dividendo y divisor se multipliquen 6 partan por un
mismo nimero.

75. Si la division no es exacta, a! multiplicar 6 dwzdw el
dividendo y divisor por un mismo nimero, el cociente no varia;
pero el resto viene multiplicado 6 partido por el mismo nimero.

Para demostrarlo supongamos que A sea el dividende, B el di=
visor, Q el cociente, y R el resto: de modo que se tendra

A=BQ+R.
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- Si multlplncamos 0 parhmos esta 1gualdad por un numero M ’
tendremos .
.AM=BMxQ+RM (52 y 8],

i . A B R

Donde vemos que en 4mbos casos el cociente Q de los néi-
meros A Y B no ha variado, miéntras que el resto R viene mul-
tiplicado 6 partido por el nimero por que se muluphco 6 partio
el dividendo y dmsor

Abreviaciones que pueden hacerse en la multipljcnéion y division.

76. Fundados en las diferentes alteraciones que experimen-
tan los resultados de la multiplicacion y division por las que su-
fren los datos," podreraos deducir algunas abreviaciones que
pueden hacerse al efectuar dichas operaciones.

1.* Para multlphcar dos numeros-que terminan en ceros, se
multiplican los numeros que forman las cifras signmificativas, y
& la derecha del producto se ponen tantos ceros como hay en
dmbos factores.

Sean dos ntimeros cualesqulera, 24000 y 1200, los que se han
de multiplicar: representando todo niimero que termina en ce-
ros al producto de dicho nimero por la unidad seguida de tan-
tos ceros como hay 4 la derecha de éste, tendremos

| 24000 >< 1200 = 2k . 1000 >< 12 . 400;
Yy como el drden de factores no altera el producto (56), se tiene
2% < 1000 >< 12 < 100 = 24 >< 125 1000 < 100,
Ahora bien, _ '
2> 12 = 288 y 1000 >< 100 = 100000;
" luego : - '
2 < 42.5< 1000 < 100 = 288 >< 100000 = 28800000 (59).
Donde vemos que el producto 28800000 s6 forma poniendo &

~ 'la derecha del que resulta de muitiplicar las cifras significati-
vas, los ceros que tieren amhos factores.
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. 2.* Para multiplicar un nimero por otro cuyas cifras sean
- todas nueves, se escriben & la derecha del nimero- tantos ceros

como nueves tiene el multiplicador, y del resultado se resta una

ves-el multzplwando

Sean los nimeros 38754 y 9999 los que se han de multipli-

car. Si afiadimos al multiplicador 9999 una unidad, obtendre—

mos la unidad seguida de tantos ceros como nueves hay, es de-

cir, 10000; si ahora multiplicamos el 38754 por 410000, encon—

traremos el producto 387540000, el cual contendrd al maltipli-

cando una vez mds de las que se pedian, de modo que si de
" dicho producto restaros el multiplicando, tendremos

387540000 — 387545 = 387501246,
que es el producto pedido. '

En la préctica no se ponen los ceros, sino que se hacen las ‘
operaciones mentalmente ast

38754 >< 9999 — 387504 2k6;

cuyo resultado se halla (16-3.°" caso), diciendo: de 4 4 diez 6,
- de 5 4 nueve &, de 7 & nueve 2, de 8 & nueve 1, de 3 & tres 0,

- las demas cifras se ponen en el mismo érden en que estan escri-
tas, con lo que se tiene el producto hallado.

3." Stempre que el dividendo y divisor puedan dividirse por
un mismo ndmero, podrd efectuarse esta division teniendo pre-
sente que el cociente no varia, pero que el resto viene dividido
por el mismo nimero (75).

_ Por esto, cuando el dividendo Y dmsor terminen en ceros,
_ podra quitarse en ambos igual nimero de ellos, lo cual equivale
4 dividir el dividendo y divisor por un mismo ndmero; de modo
que el cociente que se halle serd el que buscamos, y la resta ven-

"dré dividida por la unidad seguida de tantos ceros Como se Su—
primieron en el dividendo.

- Sea 24000 : 1200 que da 20 de cociente. antando dos ceros
4 la derecha de ‘mbos, se tiene 240 : 12 que tambien da 20 de

cociente. '

Supongamos en segundo lugar, que se ha de dividir el ntme-
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ro 24000 por 41800. Efectuada la dmsnon vemes que da 13 de
coclente Y 600 de resto; luego .

' 24:4800><13+600

Si ahora quitamos dos ceros al dividendo y divisor, hallare-
mos ¢l mismo cociente 43; pero el resto es 6, y por consiguiente-
100 veces menor que el verdadero: de modo que por la segun—
da division, que evidentemente es mds ficil que la primera,
podremos conocer el cociente y resto de los dos nameros pro-
puestos, teniendo presente que dicho resto viene dividido por la
unidad seguida de tantos ceros como se separaron en el divisor.

£.* Cuando el divisor solamente termina en ceros, se suele
" abreviar esta operacion suprimiendo los ceros en el divisor y
separando 4 la derecha del dividendo tantas cifras conio ceros
tenia aquel, y el cociente de los dos numeros que resultan es
iyual al de los mimeros dados. El resto verdadera de la divi-
sion se obtiene poniendo & la derecha del resto hallado las ci-
fras que se separaron 6 la derecha del dividendo.

En efecto, el dividendo ha Rufride dos alteraciones: 1.* se ha
disminuido en tantas unidades como expresa el nimero separa-
do & su derecha; 2.* se ha dividido por la unidad seguida de
tantos ceros como tiepe el divisor. Por la primera, el cociente
no ha variado, puesto que se ha quitado un nimero menor que
‘el divisor (68, observ.); pero el resto viene disminuido en tantas
. unidades como se separaron en el dividendo: por la segunda,
tampoco varia el cociente, porque no se ha hecho mis que di-
vidir el dividendo y divisor por un mismo ntmero; pero en cam-
bio el resto viene dividido por la unidad seguida de tantos ceros
como se suprimieron en el dividendo (75); luego si el resto se
maultiplica por la unidad, seguida de tantos ceros como se supri-
mieron en el divisor, y al producto se le anaden las unidades.
que se separaron en el dividendo, tendremos el resto verdadero.

Sean los ndmeros que se han de dividir 84795 y 2300. Sepa-
rando 4 la derecha del dividendo las dos cifras Gltimas y hacien-
do abstraccion de los ceros en el divisor, quedar4 la operacion
. reducida & dividir 847 por 23, lo que da 36 de cociente y 19 de
~ resto; luego el cociente de los dos niimeros propuestos serd 36, y
el resto 19 >< 100 + 95 = 1900 + 95 = 1995.

5
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LECCION ViIL. - .

° DivisiBILIDAD. — Definiciones, — Principios en que se-funda la divisi'bilidadv
de los nameros.

DIVISIBILIDAD.
Definiciones.

71. Divisibilidad es la parte de la Aritmética que tiene por
- objeto-hallar las condiciones & que debe sattsfacer un nimero
para que sea divisible por ofro.

Si un nimero dividido por otro da un cociente exacto en ni-
meros enteros, se dice que el prlmero es divisible por el segun-
do, y que el segundo divide al primero.

Se llama duplo, triplo y en general miltiplo de un numero, _
lo que resulta de multiplicarle por dos, tres y en general por .
un ndmero entero cualquiera. Y #e llama submiltiplo, factor 6
divisor de un nimero, el que le divide exactamente.

Se llama ntmero par el que es-divisible por 2, y niimero im-
par el que no lo es; sus expreswnes son 2n y2n+1.

Principios en que se funda la di;iqibilidad de los nimeros.

78. 87 un aumero divide a varios, divide tambien @ su suma.
Sean A, B, C, D... los nimero3 que son divisibles por el ni-
~mero #; yQ, Q, Q”, Q”... los cocientes enteros: se tendrd la se-

. rie de igualdades ’ B '

A=nQ
B=nQ
C=nQ"
D =nQ”

-----

De modo-que sumando ordenadamente y sacando » factor co~
mun, se tendra :

A+B+CAD+...=0(Q+Q+Q +Q"+...).
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Donde vemos que la suma A + B + C + D + ... es divisi-
ble por n y da por cociente la suma de los coclentes de los su-
mandos.
CoNSECUENCIA. S%.un niimero divide 4 otro, dwule tambzen 4
cualquier mfltiplo suyo. :
Sea AP el miltiplo de A, ntmero divisible por x. :
Por ser AP.—=A + A -+ A + ..., repetido P veces, se sugue,
que siendo A divisible por, n, lo sera la suma A+ A+ A+ ..
. pero esta suma es igual al multiplo AP, luego el mdltiplo de A

tavhhinn an Aiikla

En efecto, el segundo sumando es la diferencia que hay entre
el primero'y la suma; de modo, que siendo estos dos-iltimos nd-
meros divisibles por un tercero, su diferencia, que es el otro
sumando, tambien lo serd.

CoNSECUENCIA. St un mimero divide al dividendo y divisor,
de una division, divide necesariamente al resto de la misma.

Sea-n el nimero que divide al dividendo A y. divisor B; Ila-
mando Q al ¢ociente y R al resto, tendremos ..

A=BQ-+R:
- Por dividir » 4 B, divide 4 su miltiplo BQ {78, cons.), y por

dividir 4 A y BQ, divide 4 R.
~ OBSERVACIONES. 1.° Si un numero divide al divisor y resto,
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divide tambien al dividendo. Porque dividiendo al divisor B,
divide 4 su multlplo BQ, y por lo tanto (78) al dividendo A.

2.*.Si un niimero divide al dividendo y resto, tendra que di-
vidir (79) al producto del dmsor por’el cociente; pero no po-.
dra decirse que dividird 4 nmguno de ellos en parﬁcular

80. Si un nimero divide & uno de dos sumandos y no divide
al otro, tampoco dividird a la suma, y el resto de la division
serd el mismo que dé el sumando no divisible.

La primera parte puede demostrarse por reduccion al absur—
do. En efecto, siendo divisible uno de los symandos y el otro no,
la suma tampoco lo serd; porque si fuera divisible, tendria que .
serlo tambien el otro sumando (79), lo cual es contra Ia hipote-
sis; luego no puede ser divisible.

En cuanto 4 la segunda parte, representando por Ay Bles
sumandos, de los guales uno es divisible por el nimero » y el
ofro no, tendremos

A=nQ

B=nQ + R.

Sumando ordenadamente y sacando n por factor comun en los
dos primeros sumandos del segundo miembro, se tendra -

: A+B=n(Q+Q)+R.

Donde se ve que la suma A + B de los dos nmimeros no es
divisible por n, puesto que da un resto R, que es precisamente
el mismo que daba el sumando no divisible.

81. St un mimero divide al minuendo y no divide al sus-
traendo, tampoco dividira & la diferencia, y el resto de la di-
vision serd lo que le falte al que da el sustraendo para ser igual
al divisor. )
+ En efecto, sea » un ntmero que divide al minuendo A de una
diferencia y que no divide al sustraendo B de la misma ; repre-
sentando por Q'l cociente exacto de la division de A por », y
por Q' y R el cotiente entero y resto de la de B por n, ten-
dremos

= nQ

=nQ +R.
. Restando de la pnmera 1gualdad la segunda, Y sacando n fac-
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tor comun en los dos ‘primeros términos del segundo miembro,
se tiene : .

A—B=g(Q—Q)—R.

| que sumadas y sacando » factor comun, nos dan
A+B+CH+Dr=n(Q+Q+Q +0Q"+..)+
(R+R +R +R"+...).

‘Donde vemos quela suma A + B+ C+D-+... de los ni-
niimeros propuestos esti descompuesta en dos partes: una
#(Q+Q + Q"+ Q" +...), que evidentemente es divisible
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por n, y otra (R+R'+R”+B”’+ .) que es la suma de
los restos que dan las divisiones de los sumandos; y como por
hipétesis esta- suma es divisible por n, lo serd (ambien (78)
A +B—+C~+D~+ ..., que es lo que debiamos demostrar.

- OBsERVACION. Si la suma de los restos no es divisible por un
cierto numero, tampoco lo serd la de los nimeros propues-
tos (80), y el resto de la division serd el que dé la suma de los
restos.

83. Si un nidmero no divide é otro, dwtdtra sin embargo &
un miltiplo suyo, siempre que divida al mismo multiplo del
. resto. .
.- Sea A el niimero que no es divisible por n, y AP el muluplo '

de A.
. No siendo A dmsnble -por 2, tendremos, llamando Q al co~
ciente y R.al resto, ' )
A= nQ -+ B, .
de donde , AP =aPQ + RP.

El miltiplo AP, por lo que se ve, estd descompuesto en dos su-
- mandos, uno #QP que es evidéntemente divisible por », y otro
RP mdltiplo de R que tambien lo es por hipotesis; luego AP
tambien lo seré (78).

Si el miltiple RP no fuese divisible por el nimero =, tampoco .

_ lo seria AP (80) siendo el resto el que diese el mismo malti-.
plo RP.
8%. St un numero no divide & dos, tampoco dividiré a la
diferencia, 6 no ser que los restos obtenidos sean iguales. .
Sean los’ dos ndmeros A y B que no son divisibles por n y
dan los restos R y R’; tendremos, llamando Q y Q' 4 los co-
-cientes,
, o =nQ+R
R B = nQ' + R’

Restando y sacando n factor comun, se tendra
A—B=n(Q—Q)+(R—R)

Donde vemos que la diferencia A —B-de los.dos nimeros
dados estd descompuesta en dos-sumandos; uno n (Q — Q'), que
es evidentemente divisible por #, y oiro R — R’, que no.lo es;
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porque siendo R y R’ menores que 7, su diferencia R — R’ tam-
bien lo serd, y por consiguiente no puede ser divisible por », y
"segun lo ya demostrado (80), A — B tampoco lo serd; pero si
R=R/, entbnces R—R' =0, yA—B=n(Q— Q’),nﬁ-
mero que evidentemente es divisible por n.

Osservacion. Se ha-supuesto tacitamente en todos los princi-
pios en que se han considerado numeros no divisibles, que los
cocientes se han halladp por defecto, en cnyo caso las restas
- obtenidas hay que agregarlas 4 los productos del divisor: por el
cociente entero; pero si los cocientes se obtienen. unos-por ex-
ceso y otros por defecto, los principios tienen que sufrir algu-
na modificacion en el enunciado ordinario; cuya modificacion
serd la que resulte ‘de considerar las sumas 6 restas de los re-
siduos, no como sumas aritméticas, sino como sumas 6 restas
algebréicas (50).

Ast, por ejemplo, en el ultlmo principio que se ha demos-
trado, hemos visto que dos niimeros que divididos por un ter-
cero dan un mismo resto R, su diferencia es.divisible por el

mismo niimero; ademds, que si las restas no son iguales, la di~
" ferencia de los mimeros no puede ser divisible por el niimero en
cuestion. En la demostracion, hemos supuesto tacltamente al es- °
tablecer las ignaldades ) .

_nQ—i-RyB—nQ'-l-R’

que las divisiones estan hechas por defecto, y de estas igualda-
des hemos deducldo

T A—B=2(Q—Q)+R—R".
Ahora bien, si la primera division la hubiéramos hecho por

defecto y la segunda por exceso, 6 al contrario, hubleramos ob-
tenido los dos pares de igualdades

A=nQ+R '=nQeR
B=nQ) —R B=nQ +R,
que restadas nos hubleran dado (54) .
A—B=n(Q—Q)+R—(— R)=n(Q— Q’)—I-R-I—R'
. 0 .

A— B—"(Q Q)—R— R’="(Q - - (R+R')
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donde vemos que la diferencia de los dos niimeros A y B siem-
pre viene expresada por la suma 6 diferencia de dos cantidades,
una n (Q — Q) que es divisible por », y otra que expresa la
diferencia algebrdica de los restos R y R’; de modo que si esta
diferencia es cero 6 divisible por n, 1a diferencia de los dos ni-
meros A y B tambien lo serd, y dejard de serlo si aquella Do es
eero 0 divisible por #.

LEGCION IX.

Caractéres de divisibilidad de un namero por 8, 8, 4, 25, 8, y 125. — Caractéres de
divisibilidad de un niamero por 3 Y 9. — Caractéres de divisibilidad de un nime-
ro por 4.

Caractéres de divisibilidad de un numero por 2, 8, 4,25, 8, y m.

'85. Un mimero es dwtszble por 2, cugndo su ultima ctfra
de la derecha es cero 6 par. )
En efecto, si la dltima cifra de la derecha de un nﬁmero es
* cero, serd multiplo de 10; y como 40 es divisible por 2, su mul-
*tiplo y por consiguiente el nimero tambien lo serd.
Si la 1ltima cifra es par, descompomendo el nimero, que po-
drd estar representado por N.= ... fedcba, en sus decenas y uni-
~ dades, tendremos g .

= ... fedch . 10 4 a: (4] .

el primer sumando, por ser miltiplo de 10, es divisible por 2;
. el segundo lo es por hipotesis; luego la suma, y por consiguiente
el nlimero N, tambien lo serd (78).
86. St la ultima cifra de un nimero no es cero ni czfra por,
‘el wimero no serd divisible por 2.
" En efecto, en la 1gua]dad [1]se ve, que s1endo 1mpar ia clfra
a de las unidades, no es divisible por 2;'y como el primer su-
- mando lo es, se sigue (80) que la suma, y por consiguiente el
ntmero N, no puede serlo. '
87. Un niimero es divisible por B, cuando s ulttma ctfra de
la derecha es cero 6 cinco. ' '
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88. Si la dltima cifra de un nidmero no es cero ni cmco, di-
cho niimero no serd divisible por 5.

La demostracion es la misma que para el 2. .

89." Un miimero es divisible por k, cuando sus dos iltimas
cifras de la derecha son ceros 6 forman un nimero divisible
por &.

En efecto, si las dos ultlmas cifras de un numero SOn ceross
serd miltiplo de 100, y como 100 es divisible por &, su multi-
plo, y por consiguiente el niimero, tambien lo ser4.

Si las-dos . Gltimas cifras del m’lmero, que podré estar repre-
sentado por N = ... fedcba, forman un némero divisible por &,
descompoméndole en sus centenas y umdades, tendremos

N=..fedc.100+ba: [2]

la primera parte, por ser un miltiplo de 100, es divisible por
&; la segunda lo' es tambien por hipdtesis: luego la suma, y por-
consiguiente el nimero N, tambien lo es (78)
90. Si las dos dltimas cifras de un mimero no son ceros ni
" forman ofro dwzszble por cualro, el mimero no serd divisible
por k. .

En efecto, de la igualdad [2] se deduce, que siendo la prime-
ra parte divisible por 4, por ser mdltiplo de 100, y no siéndolo
la seginda por hipotesis, el nimero N tampoco lo serd (80).,

91. Un mimero es divisible por 25, cuando sus dos vltimas
cifras de la derecha sean ceros 6 forman un mimero divisible
por 25.

92. 81 las dos dltimas cifras de la derechq,de un nimero
no son ceros ni forman otro dwtstble por 25, el mimero tampo-
¢o sera divisible por 25.

La demostracion es la misma qué para el 4.

93. Anilogamente se demostraria que si las tres ultimas ei— .
fras de la derecha de un mimero son ceros ¢ forman un niime—
ro divisible por'8 6 125, el numero tambien sera dcmszble por
86 125. :

Y si no son ceros ni forman un nimero que sea divisible por
cualquiera de estos dos, el propuesto tampoeo lo ser.

En general, un nimero N serd divisible por 2* ¢ 5* cuando
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SUS % ulhmas cifras sean ‘ceros 6 formen un nimero dwmb[e
“por 2° 6 B, y no lo serd en el caso contrarlo

Caractéres de divisibilidad de un ndrﬁero por 369, )

9%. Un nimero es divisible por 3 6 9 cuando la suma del
valor numérico de sus cifras lo sea tambien.

Para demostrar este. prmclplo, conviene probar ant% el si-
guiente

Lena. Toda potencia de 10 disminuida en una unidad, es
divisible por 9, y por consiguiente por 3.

En efecto, una potencia cualquiéra de 10, siendo el producto
de tantos-factores iguales 4 10 como unidades tiene el exponen-
" te, ser igual 4 la unidad seguida de tantos 'ceros como unida-
- des tiene dicho exponente. Ahora bien, si de la unidad seguida -

de ceros se quita una unidad, quedard un nimero compuesto
_de tantos nueves como ceros acompaiiaban 4 dicha unidad; pero
un nimero que solo tenga nueves, es evidentemente divisible
por 9, y por consiguiente por 3: luego toda potencia de 10 dis-
minuida en una unidad; es divisible por 3 y 9. :
Justificado este lema, pasemos 4 demostrar. el prmglplo, y sea
en general N = fedcba el numero propuesto.
Descompomendo este nimero en sus diferentes umdades, ten-
dremos . ' :

N = a 4+ 10b + 40% + 10%d - 10% —+ 10%f -+...

Si 4 las diferentes potencias de 10 que figuran en la igual-
dad anterior, les quitamos una unidad, resultardn los nimeros
(10, 1)b, b, 1 — t)c, (105 — 1)d, (10* — 1), (105 — 4)...
que serdn, segun el-lema anterior y el nimero (’78 cons.), divi-
sibles por 3 y 9; luego la suma tambien lo sera (78). Pero ha—

biendo disminuido cada factor de los diferentes productos ante—
" riores en una unidad, éstos vendran disminuidos en una vez
el otro factor; luego agregando las cantidades que.hemos dis—
minuido al quitar 1a unidad 4 las diferentes potencias de 10, po-
dremos poner el nimero N bajo 1a forma

Ne (40—4)b+(40’—4)6+(40§—4)d+(40‘—'4)c+...
,_'{a-n— b 4+ .+ d  + e+..
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6 lo que es lo mismo
N=M+S§, 1]

giendo M la suma de los nimeros dé la pnmera linea, y Sla
 de los nimeros de la segunda.
~ Ahora bien, si suponemos que la suma S dpl valor numérico
de las cifras del nimero N es divisible por 3 6 9, como M siem-
pré es divisible por estos dos ritimeros segun hemos visto, se si-
.gue, que la suma M +- 8, y por consiguiente N, tambien lo sera.
95. Si la suma del valor numérico de las cifras de un nii—.
mero no es divisible por 3 ni por 9, el mimero tampoco lo sera.
* En efecto, de la igualdad 1] se deduce que siendo M divisi-
" ble por 3y 9, si la suma S de las cifras del ndmero no lo fuera,
el niimero N tampoco lo seria (80)

.Caractéres de divisibilidad* de un nimero por 11.

96. Un nimero es divisible por A1-cuando la diferencia que
hay entre la suma de las cifras de lugar impar, y la de las ci-
. fras de lugar par, es cero 6 divisible por 41,

Para demostrar este principio, cohviene apteponer los dos
lemas siguientés:

1.° Toda potencia par de 410 dtsmmmda en una unidad, es
divisible por 14.
-2.° Toda potencia ympar de 10 aumentada en umdad esdi-

* visible por 11.

.4.° Toda potencna par de 10 disminuida en una umdad es
igual 4 un nimero que estd compuesto de un nimero par de
nueves; pero cada par de nueves es divisible por 11; luego todo
el ntimero lo sera, con lo cual queda deinostrado lo primero que
seiqueria.

2.° Toda potencia unpar de 10 aumentada en una umdad po- .
dra representarse por 403 + 4 ~+ 1 ; pero, segun la definicion )
de potencia, se tiene

1030 +1 = 4030 < 40.

' Quitaixdo una unidad al factor 4103, y aumentando al resul-
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tado el otro facwr 10, que esen lo que se disminuyo el produc-
to (87), se tendréd

4020 +1 ——(10"‘-—4) <410+ 10;
aumentando ahora d4mbas cantidades en uha unidad, tendremos
402"+' + 4 _(402n—4)>< 10 +11.

Donde vemos que el primer sumando del segundo miembro de
esta igualdad, por ser un miltiplo de una potencia par de 10.
. disminuida en uma unidad, es divisible por 11 ; el segundo evi-
- dentemente tambien 1o es; luego 1020 +1 +4 es dmsxble por
14, segun queriamos demostrar.

Justificados los dos lemas anteriores, paseinos 4 demostrar el "
principio, y sea N= fedcba el ntmero propuesto, que des—
compuesto en sus dlferentes unidades, nos dard

N =g+ 10b + 10% + 10%d + 40‘e+40‘/"+

Observando ahora que las potencias de 10 que hay en e} se-

- gundo miembro son alternativamente pares 4 i impares, podremos
hacer, segun los dos lemas demostrados, que estos nimeros sean
“divisibles por 11, con solo disminuir y aumentar alternativa- '
mente la unidad'4 dichas potencias : de modo que aumentando y
disminuyendo, alternativamente tambien, las cifras del ndmero’
.para compensar el error cometido (57) al aumentar 60 disminuir
1a unidad a cada uno de los factores de los diferentes productos,
tendremos que el nimerd N podrd ponerse bajo la forma

Ne {40+4 )b+ 10'—-4)c+(40'+4)d+(40‘—4)e+
a — b + ¢ - d + e—...
- 0 lo que es lo mismo ,
N=M=D, = [2]
siendo M la suma de los ndmeros de la primera linea, que por
" ser todos divisibles por 11, dicha suma M tambien lo serd, y D

la diferencia- numérica que hay entre la suma de las cifras de
lugar par y de lugar impar, es decir,

D=a—b+c—d+e—... =a+c+é+'...-f(b+d+;..):'
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Ahorz bien, si la suma @ + ¢ + ¢ + ... de las cifras de lu-
gar impar es mayor que la suma b + d + f 4 ... de las cifras

de lugar par, tendremos que agregar & M dicha diferencia D, y

en el-caso de ser la prilnera suma menor que la segunda, ten-
dremos que restar de M la diferencia D; por lo que hemos puesto
en la expresion [2] del nimero N el signo =+, segun que la suma
de las cifras de lugar impar sea mayor 6 menor que la de las
cifras de lugar par. :

Esto supuesto, se ve que si la diferencia D es cero, el ni-
mero N queda reducido en la ngualdad [2] & M, nimero que,
segun hemos viste, es divisible por 14. Si D no es cero, y si di-
visible por 41, el ntimero N se halla descompuesto en dos par-
tessMyD, qdb son divisibles por 11 ; luego su suma 6 su dife-
rencia, segun se tome el signo -+ 6 —, tambien lo sera (78 y 79).

97. Si la diferencia que hay entre la suma de las cifras de
lugar tmpar y las del lugar par no es cero ni dwmble por 14,
el nimero tampoco lo serd.

En efecto, la igualdad [2] nos indica que siendo siempre M

divisible por 41, y no siéndolo D, no podra serlo ni su suma; ~

ni su diferencia (80 y-81), y por consiguiente el niimero N no
sera divisible por 14. '

[

LECCION X.

Mttodo general para conocer cuando un ndmero es divisible ‘por otro. Aplicacion
4 los niimeros 7, 43 y 37. — Resto de la division de un nimero por otro cuyo ca-
racter de divisibilidad se conoce. — Prueba de la multiplicacior’ por nueve.

Método general para conocer cudndo un numero es divisible por otro.
Aplicacion & los mimeros 7,13 y 37,

98. Vamos 4 exponer un método 'general para deducir las

condiciones a que debe satisfacer un nimero N para que sea di-

visible por otro n.

“Consiste este” método en descomponer el nimero N° en dos -
partes una que sea exactamente divisible por =, y otra que nos -

exprese la condicion de divisibilidad; condicion que podra ser

-
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mas 6 ménos sencilla, y por lo tanto su aplicacion sera de mayor
6 menor intéres en la préctica.
Sea, como siempre,

N4 0 —4-10% 44 0% -+ 10% 4 044 0% - A 0Th-...
Dividiendo dmbas expresiones por n, se tendrd (55)

=yttt

n ﬂ n n

K]

Debiendo ser ¢l primer miembro de esta igualdad un ndmero
entero, el segundo tambien lo serd; para lo cual es neeesario
que sea cero 6 divisible por » la suma algebraica de los restos
que se obtienen en las divisiones indicadas en el sdgundo miem—
bro (82). Y reciprocamente, si dicha sima algebréica es cero ¢
divisible por n, el segundo miembro, lo mismo que el primero,
serdan nimeros enteros; con lo cual queda hallada la condicion

* necesaria y suficiente para que N sea divisible por n.

" Para hallar 1a suma de estos restos, dividamos por n las di~

- ferentes potencias de 10 que figuran en el segundo miembro, y

encontraremos un nimero de restos distintos, igual & lo-mds &
n— 1, que se repelirn periédicamente segun vaya creciendo

‘el exponente de la potencia. Con el objeto de que el nimero de
- restos diferentes sea el menor posible, conviene hacer las divi-

siones por defecto O exceso, segun convenga para que el resto
que se obtenga no sea mayor que la mitad del divisor %, en .
cuyo caso el nimero de estos restos serd 4 lo mds igual &

L[]
..

Lmn,

Suponiendo hechas estas divisiones y llamando r, r/, "} r” ...
dlos diferentes restos que se obtienen, ya sea por defecto ya por

.exceso, al dividir por » la unidad seguida de uno, dos, tres, etc.
ceros, los restos de las divisiones indicadas en el segundo miem-

bro de la igualdad [1] serén a, rb, r'c, r"d ... (70); luego la

condicion pedida serd que la suma algebrica ' .
atrbtricter’d "¢t .,

gea cero 0 un nimero divisible' por #.

.
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‘Aplicando cuanto hemos dicho al ntmero 7, vemos que los
restos de dividir por 7 las diferentes potencias de 40, son 1, 3,
~ 2,6,4 5,1, 3...; y tomando los cocientes por exceso en el

~ caso de ser el resto mayor que la mitad del divisor 7, tendre~
mos que los valores numéricos de los nuevos restos serdn

. C1,3,21,3,2,1...

de los cuales tomaremos los primeros como sumandos, Y por lo
tanto con el signo —-; y los segundos como sustraendos 0 con el
signo — ; de modo que si se tiene

N=a+40b+40’c+40'd—|—40‘e+40“f+40°g—|—..,j,

la_condicion para que el nimero N sea divisible por 7, sera que -
su suma :

a'—|—36+2¢—d-—.3e—2’f+g+3h—|-...

sea cero 0 divisible por 7. :
Si esta condicion no se verifica, el nl’lmero N no es dms1—
ble por 7; luego
- 99. Para qué un mimero sea divisible por 7, es necesario y
_suficiente que dividiéndole en pertodos de tres cifms, princi-
piando por la derecha, y multiplicando cada una de estas ci-
fras por los mimeros respectivos 1, 3, 2, la suma de los pro-
ductos de los periodos-de lugar impar que asi resulten, ménos
la de los productos de los periodos de lugar par, sea cero ¢
divisible por-7.
Haciendo lo mismo con el ndmero 43, veremos que los restos
de dividir por 13 las diferentes potencias de 410, son 1, 10, 9,
12, 3, &, 1, 10 ... y tomando los complementarios (") de los
que pasan de la mitad de 13, tendremos los restos

1, —3,—k —1,3, k1, —3,— & —1, elc.,

en los cuales los signos estan de manifiesto: de modo que la con-
dicion de divisibilidad de un namero N por 13, estard expresa~
da por ser cero ¢ divisible-por 413 la suma algebraica.

.

) Entendemos por resto complemencamo el que se obllene efectuane
do la division por €Xceso, '
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a—3b—ko—d+3et bf — g—3h— ...

Sx esta suma na es cero ni divisible por 13, el niimero N no
serd divisible por 13; luego

100. Para que un nimero sea divisible por 13, es necesario
y suficiente que separando la primera cifra de la derechg, di-
vidiendo -lo que queda en periodos de tres cifras, y multipli-
chndolas respectivamente por los nimerds 3,.& y 1; la suma de
los productos de los periodos de lugar tmpar conlando como
tal la cifra separada de las unidades, ménos la suma de -los
prod}wtos de los periodos de lugar par, sea cero ¢ divisible
por 43 '

Aplicando por iltimo la formula al nimero 37, hallaremos
por restos 1, 10, 26, 4, 10, 26, etc., los cuales se reducen, to-
mando los complementarios' de los que son mayores que la mi-
tad de 37,41, 10 — 11, 1, 10— 14 etc.; yla condlclon serd
que la suma algebralca :

a+406—4lc+d+40e—44/‘+

) sea Gero 6 divisible por 37.
*-Si esta suma no es cero ni divisible por 37 el namero N no
ser4 divisible por 37; luego
- APA. Para gue un mimero sea divisible por 37, es. necesario
.y suficiente que dividiéndole en periodos'de dos y una cifra, la
suma de los primeros ménos la de los segundos multiplicados
_ por A1 sea cero 6 divisible por 37 '

Medib de hallar el resto derla divioion de un numero por ot,n') ouyo .
caraoter de divisibilidad se conoce , sin hacer la division! '

~ 102. El método que hemos seguido para hallar los caractéres

de divisibilidad de un ndmero por otro mimero n, consiste en

descomponer el nimero dado en dos partes:'una que es siempre.
~ divisible por el nimero en cuestion, y otra que expresa la con-
dicion de divisibilidad : de modo que si esta segunda parte es
" cero 6 divisible por n, el nimero lo serd tambien, y el resto.de
la division serd por lo tanto cero; pero si dicha segunda parte
no es cero ni divisible por el ntmero de que se trata, el niimero
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_ propuesto.tampoco serd divisible, y la division dard por lo tanto
un resto distinto de cero, que es ‘lo que precisamente tratamos
de hallar.

~ Ahora bien, si el valor numérico de la segunda parte de las
dos en que hemos descompuesto el nlimero se ha de agregar al
de la primera, el resto de esta segunda parte serd el mismo que '
daré el ndmero propuesto (80). Pero si por el contrario el valor
namérico de dicha segunda parte e ha de restar de la primera
para obtener el nimero, en este caso el resto no serd el que dé
la segunda parte, sino lo que le falte 4 este resto para ser igual
al nimero divisor (81).

Asi, por ejemplo, el resto que da la division de un m'lmero
por 3 & 9 sera siempre el que da la suma del valor numérico de
sus cifras; porque siempre se descompone el nimero en un mal-

tiplo de 9, y por consiguiente de 3, mds la suma del valor nu-
~ mérico de sus cifrds : luego el resto de la division de esta suma
serd siempre el del ntmero.

.En el caso de hallar el resto de lx division de un niimero por
14, debemos observar que ¢l caricter de divisibilidad se-ha de-
termmado descomponiendo el nimero ep un miltiplo de 441 méad
la suma de las cifras del lugar impar, ménos la suma de las ci-
fras de lugar par; y por consiguiente, cuando la primera suma
es mayor que la segunda, el ntimero estd representado por la
suma del multiplo de 11 y la diferencia de dmbas sumas, y por
lo tanto el resto que dé esta diferencia sera el del nimero pro-
puesto. Pero si la suma de las cifras de lugar impar es menor
que la de las cifras. de lugar par, el nimero estaré representado
por la diferencia de las dos partes anteriormente citadas; de modo .
que si la segunda parte, es decir, la diferencia entre las sumas
de las cifras de lugar impar y par no es divisible por 11, el resto
que dé no serd el que da el nimero, sino lo que Je falta 4 dicho
resto para ser igual 4 14,

Del mismo modo se hallaria el resto de la divigion de-un ni-
mero por otro cuyo caraoter de,dlvnsﬂglhdad se conociese, sin
necesidad de practicar la division. . '

.
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Prueba de la multiplicacion por nueve.

103. Una de las 'aplicaciones de poder hallar con faeilidad
el resto de la division de un nimero por otro, es la:prueba de la
» multiplicacion llamada- del 9.

Sin embargo de que la mejor prueba de una operaclon es re-
petirla hasta persuadirse de su exactitud, vamos & exponer la
llamada del 9, la cual podria aplicarse 4 cualqmera de las ope-
raciones; pero que nosotros sélo la aflicaremos 4 la de multi-
plicar, haciendo ver al mismo tiempo hasta qué punto es ver-
dadera.

Esta prueba se enuncia dxclendo Si se suman las cifras del
multiplicando y de dicha suma se quitan los nueves que se pue~
dan y se anota el mimero resultante, lo que equivale 4 hallar el
resto de la division por 9, y hacemos lo misnto con el multipli-
cador y producto ; el resto que éste dé, tiene que ser, para que
la operacion esté bien hecha, el mismo que da el producta de Igs
dos restos del multiplicando y multiplicador,

- En efecto,-habiendo descompuesto los factores y el producto
en un multiplo de 9 mas los restos; llamando A al multiplican-
do, B al multiplicador, P al producto y R, R/, R” & los restos
respectivos de la division por 9, tendremos.

A=m9+R
B =-m'9+ R/,

de donde multiplicando se hallara (83)
A >< B = mm’9* + m'R9 + mR'9 +-RR/;

Y como los primeros tres nimeros son mulfiplos de 9, su suma
tambien lo serd (78); luego se tendrd

.A><B=M9+RR,
representando por M9 la 'suiﬁa de los tres primeros numeros.

‘Ahora bien, AXx<B=P=m"9 +R";
luego M9 + RR' =m"9 4+ R".

De modo que siendo R” el resto que da el nimero P, y el do
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A >< B el que d& el producto RR’, se sigue que el resto R” del

" producto P, es el mismo que da el producto RR’ de Tos dos res-

tos del multiplicando y multiplicador; luego cuando la opera-

cion esté bien hecha, se ‘debe verificar que el resto de dividir

por 9 el producto de los dos restos de los factores, serd el mis~
mo que dé el producto

Sin embargo, no siempre que se venﬁque la prueba serd
cierta la operacion.

En efecto, supongamos efectuado el producto de dos nimeros,
que-la operacien esté bien, y que la prueba quede satisfecha:
es evidente. que si cambiamos de lugar las cifras del multipli-
cando, multiplicador 6 producto, la prueba quedara todavia sa—

- tisfecha, miéntras que la operacion estaria muy mal; es decir,s .
que el nimero que se considera como producto serd muy dife-
rente del que darian los factores propuestos; luego si puede es—
tar la-prueba satisfecha y sin embargo la operacion estar mal
efecluada, no debemos tomar la prueba como tal.

LEGGION XI.

lfaxlmo comun diviser de dos niimeros. — Méximo comun divisor de varios nﬁmeros
- Observucnones

Méximo comun divisor d_e dos némeros,

404, Llamase en general mdzimo comun divisor de dos 6 mas
ntimeros, el thayor niimero que los divide 4 todos.

La investigacion del miximo comun divisor de,dos nimeros
esta fundada en los dos principios siguientes:

1.° Todo nimero que divide d otro, es el maximo comun di-
visor de los dos. :

Sean A y B dos nimeros de los cuales uno de ellos, B, por
ejemplo, divide al otro.

Elm.c.d .de’A y B no puede ser mayor que B, puesto
que tiene que dividirle; luego si B divide al ndmero A, como
* tambien se divide 4 si mismo, B ser4 ¢l méximo comun divi-

sor de los dos niimeros. ‘

2.° St la division de un ndmero por_ ofro no es exacta, el
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m.c.d. delos dos numeros es iqual al del menor y el resto
de la division.

Sea A'el hiimero mayor, B e] menor y R el resto de la di-
vision. B

Representemos por D el m.c.d.de A y B, por | D el de
B y R, y vamos 4 demostrar que D cs igual 4 D

Por ser D un divisor de A y B, lo es tambien del resto
R (79, cons:); luego es un divisor comun de B y R; pero el ma-
yor divisor comun de B y R es.D’, luego D:1>D’ Veamos si
puede-ser menor.

D’ es un divisor comun de B y R; luego lo serd tambien de
A (79, obser.), y por consiguiente es factor 6 divisor comun de
A y B: pero el mayor comun divisor de A y B es D; : luego ’
D.3+ D, 6 lo que es igual D 4 D'.

Ahora bien, si D no puede ser mayor ni menor que D/, tendra
que ser D igual 4D, segun querxamos demostrar. -

105. Probados estos dos principios, pasemos 4 la investigacion

del m.c.d. de dos’nimeros que representaremos por AyB.

Dividamos el mayor por el menor, y si la division es exacta,
el menor, que supondremos sea B, serd, segun el prlmer prmcl-
pio, el maximo comun divisor buscado.

Si la division no es exacta, dard un cierto resto R, y el
m.c.d.de A y B serd igual, segun el prmclplo segundo, al
deByR.

Dividamos ahora B por R, y si la division es exacta, R serd
el m.c.d. buscado; pero si no lo es, dard un segundo res—
to R/, y se tendrd que el m . ¢ .d .de ByR sera eTmlsmoque'
eldeRyR..

Contmuando del mismo modo dividiendo R por R’ R’ por R/,
R” por R”, etc., llegaremos necesariaménte & un cierto resto
que dividira al anterior, en cuyo caso este ultimo Tresto sera el
m.¢.d. de los dos nimeros dados.

Que llegaremos & un resto que divida al anterior, es mdu—
dable; porque siendo todos enteros y decrecientes, se ha de lle-
gar necesariamente despues de un-nimero limitado de divisio—
nes & una cuyo resto sea cero; pues de lo contrario habria un
numero infinito de numeros enteros menores gue B y mayores
que cero, lo cual es un absurdo. :

[ 4
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" De todo lo dicho anteriormente se deduce la regla general que
106. Para’hallar el mazimo comun divisor de dos nimeros
se.divide el mayor por el menor; si el resto de esta division es
cero, el menor de los dos nimeros serdé el m . c . d . pedido. Si
dicho restomo es cero, se divide el menor por este primer resto,
y st el de la nueva division es cero, el anterior seréelm.c.d.
buscado. St tampdco fuese cero, se divide el primer resto por
el sequndo, y se continda del mismo.modo hasta llegar & un
resto cero, en cuyo caso el anterior seré el m. ¢ . d . buscado.
- Sea, por ejemplo, hallar el m.c.d . de los niumeros 5808
y 3984. .
Dispondremos la operacion del modo sngmente

5808 | 3084

1
336

1 824

2
144

336

5
48

144 ' 48

2 |3
0|

1824
Dividamos 5808 por 3984, y hallaremos 4 por cociente y 1824
por resto; de donde deduciremos que 398k moesel m.c.d.
buscado, pero que lo serd el de los ndmeros 3984 y 182%. Di-
vidamos 398% por 1824, y obtendremos el cociente 2 y el resto
336 ; por tanto el m . ¢ . d . buscado no es 1824, y si lo serd el
" de los niumeros 1824 y 336. Dividamos, pues, 1824 por 336, y
encontraremos el cociente 5 y el resto 4144, de donde concluire-
mos que el m . ¢ .d . qie se busca es iguaf al de los niimeros
336 y 444. Dividamos 336 por 144, y hallaremos el cociente 2
y el resto £8; dividamos finalmente 144 por 48, y hallaremos
el cociente 3 y el resto cero, de donde se deducira que 48 es el
méximo comun divisor de los dos nlimeros propuestos.

*  Maéaximo comun divisor de varios nﬁmerot.~ '

107. Todo numero. que divide a otros dos, dmde tambten @
st maximo comun divisor.

En efecto, todo niimero = que dmde a otros dos, divide tam-
bien al resto de la division (79, cons.). Dividiendo % al niimero
menor y al primer resto, divide, segun el mismo principio, al
segundo resto. Del .mismo modo se veria que # divide a todos

.
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Jos demas restos; pero el dltimo es el m.c.d ., luego éste es

" divisible por el niimero n, segun querlamos demostrar
" . 108. El méwimo comun divisor de varios mimeros es el mis-
mo que el del m.c.d. de dos cualesquiera de ellos y todos
los demas.

Sean A, B, C, D ... varios ntimeros cuyo m . c.d. llamaro-
mos M; sea M’ el m.c.d. de A y B; finhlmente, sea M; el
m.c.d.de M' C; D... y vamos & demostrar que M es igual
aM. :
En efecto, el m’lmero M, siendoel m.c. d de los nimeros
* propuestos, divide en particular & los niimeros A Y B, y por
tanto d sum .c.d . M/, de modo que M es un divisor comun de
"M/, G, D...; pero el mayor comun divisor de estos ndmeros es
M| ; luego M > M. Veamos si puede ser menor.

Porser My el m.c.d.de M, C, D ... divide en partlcular
a M/, y por consiguiente 4 sus multiplos A y B, de donde se de-
duce que M; es urf comun divisor de los nimeros A, B, C, D...;
pero el mayor comun divisor de estos mameros es M, luego
M: > M, 6 lo que es lo 'mismo M << M. Ahora bien, si M no
puede ser mayor ni menor que My, tendra que ser M igual & M,,
segun queriamos demostrar.

La investigacion del mdximo comun divisor de # ndmeros
queda reducida, segun el principio anterior, 4 1a de # — 4 ni-
meros, ésta 4 la de n — 2, y asi sucesivamente hasta llegar 4 la
investigacion del .. ¢ . d . de dos nameros.

Asi, por ejemplo, si quisiéramos hallar el m.c.d . de los
cuatro nimeros

A’ B’ C’ D’

principiaremos por buscar él de dos de ellos A y B, el cual su-
pondrémos sea M, y la- cuestion queda reducida 4 determmar
el m:c.d.delos tres ndmeros

M, C, D.

Busquemos elm.c. d de MyC, el cual supondremos sea
M/, y por tanto el miximo comun divisor de M, C, D serd el
mismo que el de M’ y D.

Hallando el m . ¢ . d.. de M’ y D, y represqnténdole por M,
éste serd el de los niimeros propuestos. . ,
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De todo lo dicho anteriormente se deduce 1a regla general que:

109. Para hallar el mazimo comun divisor de varios nei—
aneros, se principia por buscar el de dos de éstos, despues se
determina el del- nimero hallado y otro de los propuestos, y ast
se contintia hasta haber empleado todos los nimeros. El ltimo
. méwimo comun divisor hallado serd el de lo§ numeros pro-
Duestos.

Sea, por ejemplo, hallar el m . c . d . de los cuatro ntmeros
' 2860, 2730, 1365, 468. ’

Principiemos por buscar el.m .c.d . de los dos mimeros
2860 y 2730, y hallaremos el nimero 180 ; por tanto la cues—
tion queda reducida 4 determinar el 7 .c.d . de los tres ni-
meros .

130, 1365, 468.

Elm.c.d. de 130 y 41365 es 65; por consiguiente el de los
. tres niimeros anteriores es el mismo que el de los nimeros 65 y
468. Ek m .c.d. de estos nimeros es 13, luego 413 serd el
m . c.d . de los nimeros propuestos.
Cuando dos 6 mds niimeros no tienen m4s divisor comun que
la unidad, se dice que son primos entre si; asi los nimeros 8 y 9
-son primos entre si, lo mismo que los nimeros 6, 13 y 16.
Cuando son més de dos los nimeros que se consideran puede su-
ceder que un factor, sin ser comun & todos, lo sea 4 dos 6 mas,
por cuya razon en vez de decir qpe dichos numeros son primos
entre st, se dird que 1o tienen mds factor comun que la unidad.
. . ,

Observaciones.

PriMERA 0BSERVACION. Si al hallar el miximo comun divisor
de dos niimeros se llegan & obtener dos restos consecutives pri-
mos entre si, no se debe continuar la serie de operaciones; por-
. que los nlmeros propuestos son primos entre si tambien, puesto
que sum .c.d . es igual al de dos restos consecutivos. Del mis-
mo modo, si en el m.c.d . de varios nameros hallamos que
dos, cualesqmera. de los que en este procedimiento se conside~
ran, son primos entre si no debemos continuar los calculos,
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porque los’ nimeros propuestos no tendrin més comun divisor
que la unidad.

2.* Al hallarel m.c . d . de varios numeros, se debe siemy
pre principiar por buscar el de los dos mds pequefios, porque
los cdlculos son més breves.,:

3. Si un numero divide G varios, divide tambienal m.c. d. _
de todos ’

Porque dividiendo & los dos pnmeros nameros, dmde, se-
gun lo demostrado (107), 4sum.c.d . M; dividiendo 4 M y al
tércer numero, dividira dsum.c.d. M, y asi sucesivamente
hasta llegar al Gltimo m .c.d ., que es ol de todos.

£.* El 2.° principio demostrado en el ntimero 104 no exige
que la division esté hecha por defecto: se verifica igualments
aunque lo esté por exceso, y se demuestra de la misma manera;
por lo tanto, las divisiones que hay que hacer‘en la investiga—-
cion del m . ¢ . d . pueden practicarse por exceso 6 defeclo, con
el objeto de que el resto no sea mayor que la mitad del divisor,
consiguiendo de este modo que el nimero de estas divisiones sea
el mds pequefio posmle :

Asi, por ejemplo, si aplicisemos 4 los dos niimeros 34566 Y
5838 el procedimiento ordinario del m . ¢ . d ., tendriamos que
hacer siete divisiones para hallarelm .c.d .'42; mas por este
método abreviado sdlo tenemos que hacer cuatro, segun se ve:

34566 | 5838 | 462 | 168 | &2

: 5 12 | 2 4
5376 | 1218°| 126 0
294

Para hacer esta abreviacion no hay méds que seguir el método
ordinario, y cuando se lenga un resto que sea mayor que la mitad
del divisor, se pone por divisor de la division siguiente el resto
complementario. Asi, la primera division de este ejemplo ha
dado la resta 376, que es mayor que la mitad del divisor, por
lo que en vez de poner como divisor dicho resto, hemos puesto
su complementario 462. Lo mismo se ha hecho en las demas-di-
visiones, obteniendo de este modo el m . ¢ . d . de los dos nlime-
ros dados con tres operaciones ménos que por el método ordi-
. nario, :
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LECGION XII.
Principios relativos al méximo comun divisor, — Limite del namero de divisiones que
hay que practicar en la investigacion del m. ¢. d. de d¢s nimeros.

Prinoipio; relativos al méximo comun divisor.

“440. St se multtplwan dos 6 mds mimeros por otro cual-
quiera, el m . ¢ . d . viene multiplicado por este otr®.

Supongamos en primer lugar gue sélo sean ‘dos los ndmeros
AyB,yquesum.c.d.seaD. ,

Si multiplicamos A y B por el ntimero =, el primer resto R
vendra multiplicado por n, el segundo R’ tambien quedard mul-
tiplicado por #, y del mismo modo veriamos que todos los de-
mas vienen multiplicados por el mismo nimero: luego el altimo,
Y por consiguiente el m .c.d ., queda multiplicado por n.-

Sean en segundo lugar varios ndmeros A, B G, D ..., cuyo
m . c.d . representaremos por M..

Multiplicando todos estos nimeros por n, quedan mulliplica'-
dos en particular los niimeros A y B, y por tanto sum.c.d . M.
Multiplicados por » los nimeros My C,sum.c.d. M’ tam-
bien queda multiplicado. Del mismo modo habiéndose multipli~
cado los ntimeros M’ y D por n, su m . ¢ . d . tambien lo estara.
Contiruando del mismo modo se veria que el Gltimo m .¢c . d . 6
sea M, que es de los nimeros propuestos, viene tambien multi-
plicado por n segun queriamos demostrar.

A4, Si se dividen dos 6 mds niémeros por otro cualguiera,
elm.c.d. vendrd dividido tambien por este mimero.

Suponganjos en primer lugar que sblo sean dos los nimeros
A vy B, y que 4mbos se han dividido por uno de sus factores n.
Habiendo dividido A y B por n, el resto de la division R vendra
dividido tambien por n (79, cons.); habiendo divididod B y R
por n, el resto siguiente R’ tambien vendra dividido; y del mis-
mo modo demostrariamos que tambien quedardn divididos todos
los restos siguientes hallados en el procedimiento del m . ¢ . d. 5
pero el Gltimo resto es dicho m .c.d. ; luego éste queda dividido
por el niimero #, segun queriamos demostrar. )

Si son varios los ndmeros, A, B, C, D... tendremos que, por

4
.
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haber dividido por » 4 10s nitmeros A y B, el m . ¢. d. M de ellos
viene dividido, segun el primer -caso, por el mismo ndmero n;
por haber dividido al tercer ndmero G y M, aparece tambien di-
vidido porn el m.c.d .de Cy M, que es M’; divididos M’ y
D, queda divididosam.c.d . M”, y por consiguienteel m.c.d .
de A,B,CyD, vy as1 sucesivamente : luego dividiendo varios:
numeros A, B, C, D... por un nimero n,el m.c.d . de todos
ellos queda tambien dividido por el mismo mimero.

112. D principio anterior se deduce que si se dividen varios
ntimeros por sum . c.d ., log cocientes que resultan 5o tienen
- mas factor comun que la umdad

En efecto, al dividir los nimeros dados por su m . c. d ., el

m.c.d.de los cocientes es el cociente que resulta de dividir
el de' los nimeros dados por él mnsmo, Y por consiguiente la
unidad.
" ReciPROCAMENTE: 8i se dividen dos 6 mds mimeros por un di-
visor comun & todos, y los cocientes que resultan tienen por
m.c.d. la unidad, el divisor por el cual se dividieron, s el
mayor que divide & los nimeros dados.

Sean, en efecto, A, B, C, D los_nimeros que divididos por M
dan los cocientes A’, B, C'; D’ que tienen por m . ¢ .d . la uni-
dad. Si multiplicamos dichos cocientes por M, resultardn otra
vez los nimeros propuestos, y el m . ¢ . d . serd el de los cocien-
tes, que es 1, multiplicado por el numero M (440), es decir,
1 ><M=M.

#43. Todo mimero.que dmde al producto de dos factores y
s primo con uno de ellos, divide necesariamente al otro. ’

Sea el producto A > B y un nimero P que le divide, siendo
primo con uno de los factores A, por ejemplo, y vamos 4 demos-
trar que tiene que dividir 4 B.

En efecto, por ser A y P dos nimeros primos entre si, su
m.c.d . serd la unidad, y multiplicando dichos dos nimeros
por B tendremos los productos AB y PB, cuyo m..c.d . sera,
segun el principfo anterior, 1 >< B =B.

Ahora bien, AB es divisible por hipétesis por P; PB evxdente—
mente lo es tambien ; luego sum.c. d. tambnen serd divisible
por n.

14 Fundado en lo dicho anteriormente (442), puede ha-
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cerse una abrenaclon en el método ordinario. En efecto, si los
nlmeros propuestos "lienen algun factor comun, podremos divi-
dirles por él,-sabiendo que el m . ¢ . d . vendra dividido por di-

“cho factar comun; luego hallando el m . ¢ . d . de los cocientes,
que indudablemente serd mds sengillo, y multiplicando dicho
m.c.d . por el nimero por que se dividieron los propuestos,
setendréelm..c.d. pedido.

.

Limite del ntimero de divisiones que hay que practicar en la inve;tigacion
del m , ¢. d.. de dos numeros.

#15. En la investigacion del liinite del niimero de divisiones

- que-hay que hacer para hallar el m . ¢ . d ., debemos distinguir

dos casos : 1.°, que las divisiones se hagan por el método ordi-

- nario; y 2.°, que se practiquen por exceso 6 defecto, sequm con-
venga para que el resto hallado no sea mayor que la mitad del
anterior.

- PRIMER cAs0. Un limate del numero de dwmones que hay que
hacer para hallar el m.c.d. sequn el método ordinario,&s
sgual al doble del exponente de la potencta de 2 inmediata-"
mente supertor al menor de los dos mimeros dados.

Este principio estd fundado en los dos lemas siguientes :

1.° Todo dividendo mayor Jue el divisor, es mayor que el -
doble del resto de la division.

En efecto, sea A un tlividendo, B el divisor que se supone me-

-nor que A, Q el cociente, y R el resto; tendremos

‘ A=BQ-+R.
--Siendo A>B, el 'cociente Qes por lo ménos la unidad : luego _
A=§>B+R;
Y como B>R setendra .
| A>R+R=2R

© 2. 8i al hallaP el m.c.d. de dos nimeros se ejecutan
. mas de 2n divisiones, el menor de los dos nwmeros serd mayor
que 2°.

En efecto, Hamemos R, R’, R”, R”... R 4 los restos res-
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pectivos de-cada una de las divisiones; se tendr, segun el lema
anterior, suponiendo B << A,

B> 2R/, "> 2R”, R” > 2Rv... Ron—3)> R(%—U
de modo que poniendo en vez de R’ la cantidad 2R” en la pri-
mera desigualdad, se tendrd con mds razon
B> 2>< 2R” =2'R".

Si en esta desxgualdad ponemos en vez de R” la cantldad )
2R+ menor que R”, resultara tambien

B>2'><2R'=2'$<R',
-y continuando asi lia_sta la Gltima desigualdad, tendremos.
B> 2n>< Ron—1);

~y como por hipdtesis se pueden hacer mis de 2 divisiones,
R@»—1) no es el ultimo resto; y no siendo el dltimo resto, es
mayor que la unidad: luego con mas razon sera

B> 2.

Demostrados estos dos lemas, pasemos a hallar el limite del
nﬁmero de divisiones.

Sean A y B los niumeros cuyo m . ¢ . d . queremos hallar; su-
- pongamos B << A, y que B <<"2», siendo 2 la potencia inme-~
diata superior & B; es decir, que 2*—* <B.

Siendo B << 6 = 2n, el nimero de divisiones que puede ha-
cerse es menor que 2n, 6 4 lo mds igual, pero mayor nunca;
porque si el nimero de divisiones ejecutadas fuese mayor que
2n, segun el lema anterior, B seria mayor que 2*, lo que es
contra el supuesto : luégo un limite del nimero de divisiones que
" hay que ejecutar en la investigacion del m . ¢ . d . por el método
ordinario es igual al doble del exponente de la potencia de 2
. inmediatamente superior al menor de los dos ndmeros.

SeGUNDO cAso. Un limite del nimero de divisiones que hay
que practicar en la investigacion del m . ¢ . d . sequn el método
abreviado es igual al triplo del mimero dé cifras que tiene el
menor de los dos nimeros dados. .

Para demostrar este principio hay que anteponer el signiente
lema :
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Un resto cualqam'a R de los obtenidos por el método abre—
viado en la investigacion del m . ¢ .d . , es mayor que 40 veces
“el resto R” que esta tres lugares despues.
En efecto, siendo por hipbtesis el resto R mayor que el doble

del siguiente R’, se tendrd, si la division estd efectuada por
defecto,

R;6>2R’+R”;

porque el cociente de dividir R por R’ es, por lo ménos, 2
Si la division estd hecha por exceso, se tendrd

. R=6>3R"—N,
6 bien - R=6>2'+R—R"; |
pero siendo R’ > 2R”, tendremos, poniendo en vez de R’ una
cantidad 2R” menor que R/,

y ‘R> 2R+ 2R —R” = 2R’ +R”;
luego ya esté la division hecha por defecto 6 por exceso, siempre

se tiene que  ° .
R=6>2R'+R".

Ahora bien, siendo R’ > 2R”, si i)onemos en vez de R’ la
cantidad 2R", que es menor, tendremos .

R>2><2R"+R" 6 R>5R";

{ como tambien se veﬁﬁcaque R” > 2R", con mayor razon se
tendrd .
R>10R",

segun queriamos demostrar.

Probado este lema, pasemos & demostrar el principio, y sean
A y B los dos mimeros cuyo méximo cormun divisor es d. Esto
supuesto, si principiamos 4 contar desde el wllimo resto que
es d, el que estd tres lugares despues serd, segun el lema ante~
rior, mayor que 10d; luego el resto, que 4 contar desde el -
timo ocupe el lugar (4 4+ 3), serd mayor que 10d,
el que ocupe el lugar (1 +3 +3)=(1 + 2><3) serd > 10,
el que ocupe el lugar (1-42><3+-3)=(1-+43><3) serd > 10%d,
el que-ocupie el lugar (1+-3><3+3)=(14-4><3) serd > 104,
y en general el que ocupe el lugar (1. n>< 3) serd > 40nd.
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Si este resto, es decir, el que ocupa 4 partir del -iiimo el
lugar (1 + 3n), se_toma por el primer divisor B, el nimero .
1+ 31?) nos indica el ndmero de restos, y pot lo tanto el ni- -
mero de divisiones efectuadas; luego para que haya un nimero
de divisiones mayor que 3n, es necesario que B sea mayor que
10°d, y con mas razon mayor que 407, pues d es, por lo.ménos,
tgual & la unidad. Por consiquiente, st ha de haber.mds de
3n divisignes en el procedimiento del m.c .d . por el método
abreviado, es necesario que el menor de los dos nimeros B tenga
mds de n cifras ; de donde se deduce que s este mimero menor
B n0 pasa de n cifras, el nimero de divisiones que hay que eje-
cutar no excederd a 3n, es decir, al triplo del nimero de cifras
que tiene el menor de los dos nimeros dados, sequn queriamos
demostrar.

LEGGION  XIII.
B L]
Minimo comun multiplo de dos nuimeros. — Migimo comun miltiplo de varios
L nGmeros. — Principios relativos al minimo comun multiplo.

Minimo comun mgiltiplb de dos mumeros.

t16. Lldmase en general minimo comun miltiplo de dos 6
més nimeros el menor nimero divisible por todos ellos. .

117. Todo comun miltiplo de dos nimeros es tqual al pro—-
ducto que resulta de multiplicar los cocientes de dividir estos
mimeros por su m . ¢.d ., el mdzimo comun divisor y un ni-
mero entero cualquiera.

Siendo A’ y B’ los cocientes de dividir los ntimeros dados A
~y B por suméximo comun divisor D, se tendra

A=DA’ y B=DB' [

Todo. comun mﬁltiplo de A y B se obtendra multiplicando uno .
. de ellos A por un nimero entero m, que cuipla con la condicion
de que el producto sea un miltiplo del otro nfimero B; de modo_
que se debera tener

siendo Q un niimero entero.
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Pomendo en esta igualdad los valores de Ay B [13, 6 tendra

' DA'm = DB'Q),
y dividiendo por D y luégo por A’; se hallara
.- B/ ! . .
! .

. Y COmo m es un numero entero, A’ tiene que dividir 4 B'Q,
pero A’ y B’’son primos entre si (144); luego A’ tiene que divi-
dir 4 Q, 6 lo que es lo mismo, Q tiene que ser un mult}plo de A/;
de modo que haciendo Q = nA’ en la igualdad (3] ,_tendremos

. .
s m=B’Z:A, =.Bln; ,‘
finalmente, poniendo este valor en la iguadad [2], se tendrd .
AB'n = BQ = A’B'Dn.

Donde claramente se ve que el producto A’B'Dn, formado de
los cocientes A’y B’ de dividir los nimeros dados A y B por sa
méximo comun divisor D, de este m . ¢ . d . y. del namero ente- -
ro pero arbitrario n, es la expresion de les comunes multiplos
de los nimeros A y B.

RecirrocamenTE. El producto A’BDr es un comun miltiplo
de los ntmeros A y B. En efecto, como el -ordeh de factores no
altera el producto, se tiene

A’BDn = A’D < B'n = BD > An=A>xBn = B =< A'n.

Donde vemos que A’B'Dn es un multiplo de A y deB.
De todos estos comunes multiplos de A y B, el menor de ellos
es aquel que.corresponde al valor particular de # = 1, de modo
*que el minimo comun miiltiplo de dos niimeros A y B, serd

A A’BD = AR’ =BA/,
.es decir, el minimo comun maltiplo de dos nlimeros es igual al
producto de su m . ¢ . d . por los cocientes de dividir dichos nd-
meros por este m . ¢ . d .; 6 8i se quiere, tambien es igual, se- -
‘gun manifiesta la expresmn ‘anterior, al producto de uno de

ellos por el cociente que resulta de dividir el otro porelm.c.d.
de entrdmbos.
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. De todo lo dicho anteriormente se deduce la regla general que:

118. Para hallar el minimo comun miltiplo de dos niime-
ros se multiplica uno de ellos por el cociente que resulta de di-
vidir el otro por el mazimo comun divisor de dmbos.

Del principio anterior se deduce que: ‘-

1.° Si dos nimeros A y B son primog entre si, su minimo
comun multiplo serd tgual al producto de estos nimeros.

2.° Los comunes multiplos de dos mimeros A y B, son multc-
plos de su mintmo comun miltiplo.

Esenero. Hallar el minimo comun mlfluplo de los ntimeros
5952 y 398k.

El m.c.d. de estos nimeros es 48; el cociente de dividir -
por %8 uno de los nimeros, el primero por ejemplo, es 124 ; el
m.c.m . es por lo tanto -

124 >< 398k = £94046.

- Minimo comun maltiplo de varios numeros.

119. El minimo ‘comun miltiplo de varios mimeros es el
mismo que el delm . ¢ . m . de dos de ellos y todos los demas.

Sean A, B, C, D... varios numeros cuyo m . c.m . llamare-
mos M; sea M’ el m.c.m. de A y B; finalmente sea My el
m.c.m.de M} C,D... y vamos 4 demostrar que M es 1gual
aM,.

En efecto, el nimero M siendo el m . ¢.m. de los nimeros -

propuestos, es un multiplo comun.en particular de los nimeros
- A yB, y por tanto, segun lo dicho anteriormente, serd un mil-
tiplo de sum.c.m . M/, de modo que M es un comun” multi-
e plo de los ndmeros M/, C, D...; pero el menor comun multiplo
de estos nimeros es My, luego M << M. Veamos si_ puede ser
mayor.

Por ser My el m.c.m. de M/, C, D ... es un miltiplo en
particular de M/, y por tanto de A B que son divisores suyos, *
de donde se deduce que M es un comun multiplo de los nime-

‘ros A, B,C,D ...; pero el menor comun multiplo de estos ni-
meros es M, luego My << M, 6 lo que es lo mismo M 3 M.

Ahora bien, si M no puede ser menor ni mayor que M; ten-

dré que ser M igual 4 My segun queriamos demostrar. .
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- La investigacion del m . ¢ . m . de n nimeros, queda reduci-
da, segun el principio anterior, & la de n — 4 nimeros, ésta 4
la de n — 2, y asf sucesivamente hasta llegar 4 la investigacion
del minimo comun multiplo de des nimeros.
Por ejemplo, si qmsxéramos hallar el m.c.m . de los cua- °
“tro mimeros

A, B, (G, D,

principiariamos por buscar el de dos dé ellos A y B, el cual
supondremos sea M, y la cuestion.queda reducida 4 determinar
elm.c.m . delos tres nimeros

M, C, D.

- Busquemos el m .c.m .de M y C, y suponiendo sea M/, se
tendrd reducida la cuestion ‘finalmente & buscar el m.c.m .
de los dos mimeros .

M yD,
gu om.c.m. que llamaremos M”, seré el de los mimeros
ados.
De aqui se deducird la regla general sngulente
"120. Para hallar el minimo comun miltiplo de varios nil—

meros, se principia por buscar el de dos de éstos, despues se -

determina el del wimero hallado y oiro de los dados, y asi
se contintia hasta haber empleado todos los mimeros; el ultimo,
minimo comun multiplo hallado serd el de los mimeros pro— :
puestos.

Sea, por ejemplo, hallar el m . ¢ . m . de los nimeros
120, 240, 360 y 64.

Principiemos por buscar el m .c.m . de los dos ndmeros 120
y 240, y hallaremos el namero .240; por tanto la cuestion queda
Treducida 4 determinar el # . ¢ - m . de los tres nimeros

- 240, 360 y 64.

Elm.c.m.de 240 y 360 es 720; por consiguiente el de
los tres numeros anteriores es el mismo que el de los dos nu- .
meros 720 y 6k. El m . ¢.. m . de estos niimeros es 44520; lue-
go 11520 sera el m . c . m . de los nlimeros propuestos.

7
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Osservaciones. 1.° En la prdctica se debe principiar por-

huscar el de los dos nimeros mayores, porque a veces el de

éstos suele ser el de todos. v

. 2.* Los miltiplos comunes de varios nimeros son miltiplos

- del mintmo comun multiplo. Porque siendo multiplos comunes

4 todos, lo son de los dos primeros y por consiguiente de su

m . ¢ .m . M; siendo comun multiplo de M y de todos los demas,

lo es de M y del tercer. niimero, y por tantodesum .c.m . M’;

. del mismo modo veriamos que era de los nimeros M”, M”, .

y por consiguiente del ultimo que esel m . ¢ . m . de todos los nﬁ-

_Teros.

Principios relativos al minimo comun multiplo.

124. Si dos 6 mds mimeros se multiplican por olro cwal-
quiera, el m . c.m . viene multiplicado por este mimero.

En efecto, sean A y B los nimeros, y M=AB'sum.c.m.
multiplicando A y B por #, resultardn los nimeros An 'y Bn
elm.c.d.sed (110) Dn, y B’ el cociente de la division del

- segundo por dicho m . ¢ . d . ; de modo que el nuevom .c.m.
serd A .n.B’ = AB’ . n =Mn: donde vemos queelm .c.m .
es ¢l producto de M por el nimero , segun queriamos de-
mostrar. R

Si los ndmeros fuesen més de dos, el principio seria igual-
mente cierto: En efecto, al muluplxcar todos los nimeros por n,
‘el m.c.m .M de los dos primeros vendrd, segun lo demos—
trado anteriormente, multiplicado por n. Elm .c.m . M’ de M
y otro niimero cualquiera, vendra tambien multiplicado por n, y
lo mismo le sucederd 4 los demas niimeros M, M” ... incluso el
ultimo de estos nimeros que es el m . ¢ . m . de todos.

122. Si se dividen dos 6 mds mimeros por ofro cualquiera,
el m.c.m. vendrd dividido lambien por este mimero.

Supongameos en primer lugar que solo sean dos los niimeros
A vy B, y que dmbos se hayan dividido por #. :

Habiéndose dividido A y B por », su indximo comun divisor
D vendré dividido tambien por n (141), de modo que llamando

A’ B' y D*los cocientes respectivos, se tendra

A A B. W

=A, ==

P=p =My Ep =P
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El mimmo comun miltiplo de los ndmeros A y B es (148) .

M= A —]]—;—~=A><B”=A'n><B”=A’B”n.

El minimo comun miltiplo de los coclentes A’ y B’ serd, segun
la misma regla,
W = A< B = A B

luego se tendrd ﬁnilmente la igualdad

M =M >« de donde M’=% R
que justifica el enunciado del principio.

Si son varios los nameros A, B, C, D ... tendremos, que ha-
biendo sido divididos por # los ntmeros A yB,sum.c.m .M
vendra dividido tambien por n segun el prlmer caso; apareciendo
divididos M y C por n, sum .c.m . M’ viene tambien dividido
por n; lo mismo se veria que los nameros M”, M” ... vienen
igualmente divididos por el mismo namero n; pero el tltimo de -
estos niimeros es el m . ¢ . m . de los propuestos; laego si se di-
viden varios niimeros por otro cualquiera n,sum.c.m. viene
tambien dividido por n.

123. Si se divide el minimo comun miltiplo de varios ni~
meros por cada uno de éstos, los cocientes son primos entre si;
6 megor dicho, no tienen mas factor comun que la unidad.

Sean, en primer lugar, dos nimeros AyB,yMsum.c.m.

' Sabemos que llamando A’ y B’ 4 los cocientes de la division de
AyBoporsum.c.d.D, se tiene (148)

- M=A'DB.

Ahora bien, dividiendo M por A = A’D, da de cociente B/, y
dividiendo por B = B’D, da de cociente A’; y como A’y B’ son
primos enfre si (112); el principio queda demostrado.

Sean, en segundo lugar, varios nimeros A, B, C, D. Si llama-
mos Malm.c.m.y A/, B/, C" y D’ los cocientes de la divi- -
sion de M por cada uno de los nimeros A, B, C y D, se tendrd

M=AA" M=BB M=CC’ M=DD' [
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Si suponemos que A’, B/, C’ y D' tienen un factor comun =
distmto de la unidad, representando por A”, B”, ¢’ y I, los
cocientes de dividir A’, B, C’ y D' por n, se tendrd '

A=nA", B =nB’, C'=uC, D =ul’;
y sustituyendo estos valores en las igualdadés (4], tendremos
" M=AsA" M=BnB" M=CnC’ M =DnD’;
Y dividiendo por n, serd ‘

Moo, Mgy M e, M
n n n

=DD".
” .

Siendo enteros los segundos miembros de estas igualdades,
los primeros tambien lo serdn, y por consiguiente - ¢Xpresaun

namero entero, que podremos representar por M/ siendo M/ <M,
puesto que n > 1. De aqui se deduce que M’ es un maultiplo

" comun de los nimeros A, B, C y D, y menor que M, lo cual .es

~contra la hipdtesis, porque M es por el supuesto el m.c.m.;
luego los cocientes que resultan de dividir el m.c.m. de varios
nimeros por cada uno de estos nimeros, no pueden tener nin-
"gun factor comun distinto de la unidad.

- A2&. RecirrocaMENTE. St los cocientes de dividir un numero
cualquiera M por otros varios nimeros son primos entre s§ 6 no
tienen mds divisor comun que la unidad, M serd el minimo co-
mun miltiplo de dichos mimeros.

Sea M un nimero que dividido suceswamente por A, B,C,
D ... da los cocientes A, B/, C’, IV ... que son primos entre si,
y vamos 4 demostrar que M es el m . ¢ . m . de los niuneros A,

B,C,D...
“En efecto, por suposicion se tiene la serie de lgualdades
M , M M-, M
T=A’ -—B——BI *(T-—C -D——D’ [‘]

siendo A’, B/, C’, I/ ... nlumeros que no tienen més factor co-
« . >ypun que la unidad.
Bl (\3{4 Ahora bxen, si M no .es el m.c.m. de los nameros dados,

AN
c'y
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~sera un maltiplo del m . ¢ . m . (120, obser. 2.%) de modo quese
tendrd, llamando M’ al m . ¢ . m . de los niimeros A, B GD..

M=MN x<an,

. siendo n un ndmero entero.
Dividiendo ahora por = las igualdades [47, se hallara

WA M BN WD
A 2 B C. s> D m

y como M’ es un comun multiplo de los ntimeros A, B, C, D ...

AN B D’ . .
los coclentes.—— —, —, — ... tienen que ser enteros, lo
n n ) :
*que prueba que n es un comun divisor de los ptmeros A’, B,
C’,D’... lo cual es contra ]a hipdtesis; luego no puede supo-
nerse que el minimo comun multiplo sea M’, ndmero menor que
M, y por tanto, siendo M un multiplo de los ndmeros dados, y
no habiendo otro menor que cumpla con esta condicion, se si-
gue que, segun queriamos demostrar, M es el minimo-comun
miltiplo de todos ellos. .

'LEGGCION XIV.

NOMEROS PRIMOS. — Investigacion de los mismos huu un limite dado por la cnba de
Eratostenes. — Principios relativos 4 los niimeros primos.

NUMEROS PRIMOS.

Investigacion de los mismos hasta un limite dado por la criba
' " de Eratéstenes,

123, Se llama nimero primo el que no es divisible mas- que
por st mismo y por la unidad.
. Es necesario no confundir lo que son nuémeros prinios con
mimeros primos entré si. Pueden ser dos nimeros -primos entre
si, y sin embargo no ser primos; como sucede por ejemplo con 8
'y 9, que & pesar de no ser ninguno primo, son primos entre si,
puesto que no lienen mas factor comun que la unidad.
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126. Todo nimero primo que o divide & otro nimero, es
primo con él.

En_efecto, el tnico factor comun distinto de la unidad, que
podlan tener @mbos, era el ntimero primo, y éste no lo es; luego
son primos entre si.

A27. Todo ntimero es siempre dwmble por un nimero pri-
mo distinto de la unidad.

Sea el nimero N que podrd ser 6 no primo; en el primer caso,
como N es divisible por si mismo, el principio queda demos-
trado. v

Si N no es primo, se podrd dividir por un factor N’ menor
que N y mayor que la unidad, de modo que se tendra

. N =NQ.

- Ahora podré suceder una de dds cosas: que N* sea primo 6
no lo sea; si es primo, el principio estd demostrado ; si no lo es,
serd divisible por otro ntmero N” menor que N’ y mayon que
la unidad, lo cual dard-

/ o NI/QI.

Si N” es ntimero primo, por dividir 4 N/, dividira 4 su mul-
tiplo N, y por lo tanto el principio queda demostrado: si N” no
es primo, serd divisible por otro mimero N” menor que N”.
Continuando “asi, llegaremos & un nimero-primo mayor que la
unidad que le dividirda exactamente; porque si no llegdsemos 4
este numero primo, resultaria un nimero infinito de factores
enteros mayores que la unidad y menores que N, lo cual es
absurdo, puesto que nimeros menores que N no hay mas que
N — 1; luego todo nuimero N tiene por lo ménos un factor primo
distinto de la unidad. © , ) .

128. Para hallar los ndmergs primos que hay desde 1 hasta
un cierto limite L por medio del procedimiento conocido con el
nombre de CRIBA—ERATOSTENICA, se principia por escribir los
nimeros 1, 2, y la serie natural de los mimeros impares 3, 5,
7 ... hasta L; en sequida se van tachando de 3 en 3 & partir
del mimero 3 >< 3 =9 inclusive; despues de b en 5 d partir
del mimero b >< 5 = 2b; luégo de 7 en'7 @ partir de'7 <7 =
49, y asi sucesivamente se van tachando de 41 en A4, de 13 en
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43, de 47 en A7, elc., hasta de n en n, en cuyo caso, si el ni-
- mero primo mmedtatamente superwr an SUPOREMOS 566 P, Po=
dremos asequrar que serdn pnmos todos los nimeros que ha—
yan quedado por tachar hasta el mimero p < p = p*.

Ante todo podemos ver que no habiendo considerado mds nﬁ-
mero par que el 2, la serie de niimeros que hemos escrito no
contiene los multiplos de 2. Despues podemos observar que los
-ntmeros que & partir de 3 6 un multiplo. suyo se hallan ocu~
pando los lugares de 3 en 3, seran los miltiplos de 3, pues
uno cualquiera se obtendrd afiadiendo al anterior la suma
2+ 2 2 = 2 >< 3. Del mismo modo los nimeros que 4 par-
tir del 5 6 un multiplo suyo ocapen los lugares de 5 en 5, serdn
multiplos de 5, y en general los némeros que & parlir de n 6 de
un multiplo suyo ocupen los lugares de » en n, serdn los mlti-
plos de este nimero, pues uno cualquiera se obtendra aiiadiendo
al anterior la suma 2 + 2 42+ ... = 2 > 1, Y si el nimero
del cual se parte es n 6 un multiplo suyo, agregéndole otro
miltiplo como es 2n, el resultado tambien lo sera. .

Ahora bien, al tachar los nimeros de 3 en 3 prmclplando
desde el 9 inclusive, se destruyen todos los multiplos de 3 mayo-
res que 9, y como los menores que 9 han de ser miltiplos de 2,
y éstos se han suprimido, se sigue que han desaparecido todos
- los multiplos de 3. Del mismo modo, al tachar los niimeros de 5
en 5 4 partir del 25, quedan suprimido$ los multiplos de 3 ma-
-yores que 25; los menores que 25 tienen que ser multiplos de
2 6 de 3, y como todos los miiltiplos de éstos se han destrui-
. do ya, quedan por lo tanto suprlmldos todos los m(xltlplos de 5.
En general, tachando de » en n los nimeros de la serie & partir
del nimero n>< n =mn*, hemos suprimido todos los” maltiplos
de n mayores que n*. Cualquier maltiplo de n menor que n*,
serd evidentemente de la forma #’ >< n, siendo n’ < n; y como
los multiplos de los nimeros primos menores que » han sido ta-
chados, es claro que »’' >< n lo ha sido tambien, porque ' es un
nimero primo 6 un multiplo de un nimero primo menor que

n (127); luego han sido borrados todos los multlplos de n.

Vamos ahora & demostrar que siendo p el numero primo in-
mediatamente superior 4 %, todos los mimeros que hayan que-
. dado por tachar desde 4 basta p >< p son mimeros primos.
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- Sea N un niimero de los que hayan quedado por tachar, y va-
mos & demostrar que tiene que ser necesariamente un nimero °
primo. ‘

. En efecto, un ndmero cualquiera ménor que p >< p, 6 -es un
nimero primo, 6 un multiplo de un nimere primo wenor que p;
todos los mdltiplos de los nimeros primos menores qne p se han
tachado por lo que hemos visto anteriormente ; luego N que no
- se ha tachado no puede ser miltiplo de ningun nimero primo
menor que p, y por consiguiente serd primo.

129. Para conocer si un numero N es d no primo, se divide
por la serie de los mimeros primos 2, 3, 5, 7, 1, elc., y s
llegamos, sin obtener cociente exacto entero, & encontrar un co-
ciente entero menor que el dltimo divisor ensayado, podremos
asequrar, sin ensayar mds divisiones, que el mimero N es primo.

En efecto, si N no fuese primo, seria (127) divisible por un
namero primo N’, y llamando () al cociente se tendria

N=NQ;

pero'N es menor que DQ)’, siendo D el wltimo- divisor ensayado
7 Q el cociente hallado por exceso, de donde
' NQ < DQ'.

- Siendo N’Q << DY/, los dos factores del primer producto, 6
por lo ménos.uno, tiene que ser evidentemente menor que los
factores del segundo; pero ningun nimero primo menor que D
da cocicnte exacto, luego N’ y () tienen que ser mayores que D;
y como D es mayor que (), se deduce que los dos factores del
primer producto tienen que ser mayores que los del segundo; lo
cual es absurdo.

De otro modo. Si las divisiones del nimero N por los néme-
ros primos 2, 3, 5, 7, etc.;, no dan cociente entero exacto, y
llegamos 4 ensayar la division de un namero D el cual nos da
tambien division inexacta cuyo cociente entero () es menor que - -
D, podremos asegurar que el nimero N es primo. En efecto, si -
hubiera algun factor que le dividiese, habia de ser mayor que D,
y por lo tanto el cociente exacto hallado debia ser menor que Q;
pero siendo la division exacta, el cociente hallado meror que Q,
Y por consiguiente menor que D, dividira & N, y como por el
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supuesto ningun nimero menor que D divide 4 N, tampoco pue-
de dividirle ningun nimero mayor; luego N es primo.

Prinoip.uioi relativos & los numeros primos,

130. La serie de los mimeros pmmos es tlimitada; es deczr,
que dado un mimero primo cualqmera podremos demostrar que
siempre hay otro nimero primo mayor que él.

En efecto, sea N un nimero primo, y vamos 4 demostrar que
hay un niimero primo mayor que N.
~ Sea P el producto de todos los nimeros primos desde 1 hasta

N, de modo que .

b 125355 7> ...N=P.

Si afiadimos 4 P una unidad, se tendrd un niimero P41,
que d ser 6 no primo: si lo es, P-4 es evidentemente
mayor que N, y por lo tanto el principio queda demostrado. Si
1o es primo, serd divisible por un ndmero primo diferente de la
unidad (127); pero siendo P el producto de todos los factores pri-
mos 1.2.3... hasta N, P+ 1 no puede ser divisible por nin-
gun factor primo de los que se compone N, porqhe cualquier
factor de los de P .no puede serlo de P -+ 1, sin ser un divisor
de 1, diferencia entre P41 y P (79), lo qile no es posible; lue-
go si @ P+ 1 le divide un ndmero primo y no es ninguno de los
factores de P, tiene que ser mayor que el mayor factor de P que
-es N; luego hay un nimero primo mayor que N, que es lo que
debiamos demostrar. :

134. Todo nimero primo que divide al producto de varios
factores, divide por lo ménos & uno de ellos.

Consideraremos dos casos: 1.° que sean dos factores sola-
mente; y 2.° que sean mas de dos. - .

PriMER Cci80. Sea P el nimero primo, y AB el producto de
los dos factores A y B: tratamos de demostrar que divide, por
lo ménos, 4 uno de ellos A 6 B. :

En efecto, si P no divide al nimero A, serd prlmo con él (126);
en cuyo caso, dividiendo P al producto AB y siendo primo con
uno de los factores A, tiene que dividir al otro factor B (113).

Secunpo caso. Si el producto tiene mis de dos- factores, A,
B, C, D, por ejemplo, podremos descomponerle en dos, uno A y
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otro el produeto BCD de los demas; de modo que dividiendo el
nimero pnmo P al producto de A por BCD, tiene que dividir,
segun el pnmer caso, & uno de los factores A 6 BCD; sino divide
- @ A, dividird @ BCD, y como BCD se puede 4 su vez descompo-
ner en el producto de B y CD, por la misma razon que dntes,

si no divide 4 B, tiene que dividir 4 CD; y dividiendo 4 CD, ha
- de dividir necesariamente 4 C 0 4 D; luego el principio queda
demostrado.

Consecuencis. 1.* Todo mimero primo que divide & una pa-
tencia divide & su raiz.

En efecto, sea P el nimero pnmo que divide a la potencia
Am vy vamos & demostrar que P tiene que dividir & la raiz A.
* A™ es igual 4 A >< A >< A < ... repetido m veces; dividien-
do P al producto A ><.A >< A >< ..., debe dividir & uno de los
factores A (434) luego P divide & A

2.* Si dos nimeros son primos entre st, sus potencﬂzs tam-
bien lo son.

Sean A y B dos nimeros primos entre sf, y vamos & demos—
trar que sus potenclas Amy B» tambien lo son. En efecto, si A"y
B~ no fuesen primos entre si, tendrian un factor primo comun P,
~y como por dividir P4 A™ y B» dividiria tambien, segun la con-
secuencia anterior, 4 los nimeros A y B, se sigue que P dividi-
rad A yB,loquees contra la hipotesis; luego A™y B» son pri-
mos enfre si.

132. Si un ntimero es primo con cada uno de los factores de
un producto, es primo tambien con el producto, y reciprocamen-
te, todo nimero primo con un produoto, lo es tambwn con cada
uno de sus factores.

. Sea P un ndmero prxmo con cada uno de los factores del pro-
' ducto ABCD, y vamos & demostrar que tiene que ser tambien
primo con dicho producto. En efecto, si P .no fuese primo con el
produeto ABCD, habria un-néimero primo »'que dividiria 4 Py

- al producto ABCD; pero dividiendo al producto ABCD, tiene que

dividir 4 uno de los factores, A por ejemplo; luego A y el ni-
mero P tendrian el divisor comun n, lo cual es contra el su-
puesto.

Supongamos en seglmdo lugar, que P sea primo con el pro-
ducto ABCD, y vamos & demostrar que es primo con cada uno
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- de los factores A, B, C y D. En efecto, si no fuese primo con A
por ejemplo, tendrian P y A un factor comun n; pero dividien—
do » al ndmero A, dividira tambien al miltiplo suyo ABCD que
es el producto, luego » dividiria 4 P y al producto, lo cual es
contra la hipétesis: por consiguiente P es primo con cada uno de
los factores A, B, C y D, segun queriamos demostrar.

. 433. Todo nimero divisible por varios mimeros primos en—
tre si dos & dos, es divisible por sus productos binarios, terna—
rios, etc. (*) '

Sea N un ntimero divisible por cada uno de los nameros @, b,
¢, d, que son primos entre si dos & dos, y vamos & demostrar
que N es divisible por ab, abc y abed.

En efecto, siendo N divisible por @, tendremos, llamando N’ -
al cociente exacto entero, '

N =aN/ [(4].

El ntmero b divide tambien & N, y por tanto & su igual aN’;
pero es primo con &, luego dividird 4 N’ (413), -y llamando N” al
cociente, se tendra ' '

N/ =bN".

-----

El ntmero ¢, que tambien divide por hipotesis a N, dividira a
-su igual aN’; pero es primo con a, luego dividird 4 N’: divi-
diendo & N’, divide & su igual dN”; pero siendo ¢ primo tambien

N” = eN”.
Por 'un raciocinio andlogo se deduciria tambien
N” = dNv;
y asi continuariamos si hubiese mas factores. Sustituyendo ahora

sucesivamente en la igualdad (1] los valores de N’, N”, N”, etc.,

se tendra
N = aN’ = abN" = abcN"” —=abedN";

[ ] . .
(*) Se llaman prodactos binarios, ternarios, etc. los productos que se
paeden formar tomando los factores de dos en dos, de tres en tres, etc.
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lo que prueba que N es divisible por ab, abc, abed, segun que-
riamos demostrar.

13&. Todo mimero que no es primo, se puede descomponer en
el producto de mimeros primos.

Sea N.un nimero no primo y que por lo tanto sera divisible
por un nimero primo a (127); de modo que llamando N’ al co-
ciente, se tendrd

N =-aN’ .

Si N no es tampoco namero primo, segun el mismo principio,
sera divisible por un ndmero primo b, y dara v

' N =bN",
"y por tanto N =abN".

Si N” tampoco fuese primo, seria divisible por otro nimero
_ primo c; y se tendria

) N// — CN”,,
de donde - N=abeN";

y continuando del mismo modo llegariamos 4 un nimero primo
N®); porque de lo contrario la serie de operaciones seria in-
definida, y por lo tanto el wimero N tendria un ntmero infi-
nito de factores mayores que la unidad y menores que él, lo
cual es absurdo. Por consiguiente llegaremos 4 un ultimo ni-
mero N(); que serd primo, como hernos dicho, y tendremos que
como tados los anteriormente hallados a, b, ¢ ... lo son tam-
- bien, el ntimero N serd lgual al producto de todos ellos, y por
consiguiente
N =abed ... N®,

Donde vemos que todo nimero N no primo, es igual al pro-
ducto de factores primos.

Podr4 suceder que algunos de estos factores sean iguales, en
CUYO caso se ponen una sola vez con un exponente que exprese
las veces que se halla repetido. ‘
~ Asi, si se tiene

N= a"‘b"oﬂdﬂ .

se dice que el mimero N se halla descompuesto en sus factores
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primos a, b, ¢ y d, y que estos factores estan elevados 4 las po-
tencias respectlvas m,n,pyq.

135. Un nimero no se puede descomponer mas que en un
solo sistema de factores primos. °

Sea N el ntmero que se ha descompuesto en un vsnstema de
factores primos A, B, C, D ... de los cuales algunos pueden ser
- iguales entre si, de modo que se tiene

N = ABCD...

Supongamos que una nueva descomposicion dlese el sistema
de factores A’, B/, ¢/, IV....; se tendria

N=ABCD...;
~ de modo que - -
. : ABCD... = ABC'D ...

siendo todos estos factores primos absolutos.

Si dividimos los dos productos por el factor primo A’, tendre-
mos . ' ' '

AXD- —pow.; |

y siendo el segundo miembro un niimero -entero, el primero tam-
bien debe serlo; luego A’ debe dividir al producto ABCD...y
* por lo tanto dividird & uno de sus factores (131); pero siendo es-
tos factores nlirneros primos, no podra ninguno ser divisible mién-
tras no sea igual & é1; luego A’ tiene que ser igual @ uno de los
factores, A por ejemplo, lo que da '

BCD...=BCD'...

Del mismo modo se demostraria que B’ tiene que ser 1gual
4B, C=C, D=D, etc.; luego si todos los factores de la se~
gunda descqmposnclon son respectivamente iguales 4 los de la
primera, no hay méds que una sola descomposicion.

136. Para que un mimero divida 4 otro es necesario: 1.°, que
no contenga ningun factor que no esté contenido en el que ha de
ser divisible; 2.°, que ninguno venga elevado & mayor potencia.

Sea N el niimero que ha de ser divisible por P, y vamos 4
demostrar: 4.°, que P no puede Tener ningun factor que no esté
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contenido en N; 2.°, que ningun factor de los que tiene P puede
estar elevado 4 mayor potencia que en el namero N.

En efecto, sea P un nimero que divide 4 N, dando un cociente
exacto entero N', de modo que se tiene

N=Px<N.

Vemos, pues, que si esta igualdad se ha de verificar, es decir,
si P ha de dividir 4 N, es necesario: 1.°, que P no contenga fac-
tores primos distintos de los que hay en N, pues de lo contrario,
dividiendo dicha igualdad por el factor primo que pudiera con-

“tener P sin hallarse en N, se tendria que un nimero fracciona-

rio era igual 4 un ntimero entero, lo cual es absurdo. Al mismo
absurdo vendriamos 4 parar si supusiéramos que en P existia
algun factor primo elevado 4 mayor potencia que en N; luego
son condiciones necesarias para que P divida 4 N las dos que
dejamos enunciadas. :

-Son estas condiciones, ademas de necesarias, suficientes; por—
que halldndose en N todos los factores primos de que P se com-
pone, elevados, por lo ménos, 4 una potencia igual & la que se
halla en P, siempre podremos descomponer 4 N en el producto
de dos niimeros: uno que se forme de todos los factores de P ele-
vados 4 las mismas potencias, es decir, que sea el mismo nime-
ro P, y otro que se componga de los factores restantes de N.

LECCION XV.

Investigacion de los factores simples y compuestos de un nGmero. — Investigacion
del méximo comun divisor de dos 6 mis nimeros por la descomposicion en facto-
res primos y simplificacion del método ordinario. — Mipifno comun militiplo de
dos 6 més nameros por la descomposicion en factores.

1
£ 3

+

y comp de an numero,

Investigacion de los factores si

137. Para hallar los factores simples de un nimero, se di—
. vide éste y los cocientes sucesivos que résullen por el menor fac-
tor simple distinto-de la unidad hasta llegar al cociente 1, en

- euyo caso los factores hallados seran los del mimero.
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Sea N el mimero cuyos factores simples N ja
queremos hallar.. Despues de tirar 4 la dere- Q
cha del nimero una raya vertical, se-vera *~ Q' | a
cudl es el menor factor primo, diferente de la N I
unidad, que le divide exactamente. Suponga- N | b
mos que @ sea este factor; colocindole 4 la Q4
derecha de la raya enfrente de N y efectuando Qs
la division, obtendremos un cociente entero : :
que representaremos por Q. En seguida vere- N | ¢
mos si Q es tambien divisible por a;siloes, © Qg
se efectia la division, y asi se continta divi~ Q’
diendo por @ los cocientes que resultan, hasta -
llegar 4 uno N' que ya no sea divisible : de modo que si supo—
nemos que se han hecho m divisiones, el niimero N podrd po-
nerse bajo la forma

N =amN’ m.

|

se Qv O

..En efeéto, de la série de divisiones hechas se deduce que
N=0a), 0=, @ =all, @' =al’, .

Y sustltuyendo los valores de Q, Q, Q” . tendremos
‘N==aQ=aQ) = a’Q” = a‘Q”’ . =amN',

Haciendo lo mismo con N’ se tendrd, llamando b al menor
factor primo que divide & N’ y sus cocientes,

N/ = b»N".
Del mismo modo se hallard
iv# —_— cpNII/ .

. Y continuando asi, se llegard necesariamente & un ndmero pri-

. mo que dividido por sf mismo daré la unidad; porque de lo con-

trario podriamos descomponer N en un niimero infinito de facto-

res mayores que la unidad y menores que N, lo cual es absurdo.
Sea para fijar las ideas

N = de >< 1 = ds.
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Sustituyendo en la 1gualdad [4] los valores de N/, N” YN, s
tendra . . .

N=am><br>< N” = am>< bn>< ¢ >< N = am >< b >< cp >< d4.

Donde vemos que N se halla descompuesto en el producto de los
factores primos @, b, ¢ y d elevados respectivamente & las po-

- lencias cuyos exponentes son m, n, p Y ¢.
Esempro. Sea 8712 el nlimero cuyos factores simples vamos

4 determinar. Dispuesta la operacion como ya hemos dicho, se

tendra
8712
£356
2178
1089
363
124
11
4

- e B
= <= Q0 OO 2O O

El menor factor simple distinto de la unidad que divide al ni-
méro propuesto es 2, el cual da de cociente £356, que dividido
‘tambien por 2, lo mismo que su cociente 2178, nos da el ni-
mero 1089, el cual no es ya divisible por 2; pero si por 3. Efec-
tuando la division hallamos el cociente 363, que dividido por 3
nos da 121. Este nimero no es ya divisible por 3, pero si por
11, y da de cociente 41, que dividido por si mismo da la uni-
dad; luego los factores primos de 8742 son 2, 3 y M, y dlcho
nlimero es igual al producto 2° >< 3* >< 41*.

138. Para hallar los factores simples y compuestos de un
nimero, se principia por determinar los factores simples de di-
cho mimero, y en sequida, formando todos los productos de 2
en 2, de3 en 3, de & en k, elc. de eslos niumeros, se tendrdin
todos los factores-tanto simples como compuestos del nimero
propuesto. .

En efecto, todos los nimeros que ohtengamos, segun el pro- .
. cedimiento indicado, serdn divisores del nimero propuesto; por~
que dichos nimeros, si tienen factores distintos de aquellos que
contiene el nimero que ha de ser.divisible, ni vienen elevados &
mayores potencias, que son las condiciones necesarias y sufi-

¢
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cientes para que sean divisores del nimero propuesto (436);
ademas, habiendo formado todos los productos de 2 en 2, de 3
en 3, etc., de los factores simples, contando con la unidad como
factor de todo niimero, habremos hallado todos los divisores tan-
- to simples como compuestos del numero dado, que es lo que se
pedla
Ahora sélo falta ver como se forman todos estos productos si-
guiendo un orden sencillo.. : .
Supongamos que sea N el nimero cuyos factores simples y
compuestos queremos hallar, sean a, b, ¢ y d sus factores sim-
* ples, y m, n, p, q los exponentes de las potencias & que se ha-

llan elevados respechvamente estos factores, de modo que se
tendra '

N = ambrcrds.

Esto supuesto pasemos 4 la investigacion de todos los facto—

res del nimero N, cuya operacion se dlspondra .segun indica el
cuadro siguiente :
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139. Donde vemos, que poniendo la unidad y todas las po-
tencias del primer factor, desde la primera hasta la enésima,
se obtienen todos los divisores dependientes del factor a que
son (m + 1); multiplicando estas potencias por b, b*, b® ... b», se
hallan todos los factores dependientes de a y b, que son tantos
como expresa la primera fila repetida tantas veces comno poten—
cias hay de b; es decir, (m + 1) n, y agregando 4 éstos los de a,
se tendrd (m -+ 1) (n +1). Multiplicando todos estos niimeros
por las potencias de ¢, se obtienén los factores dependientes de

y ¢, queson (m -+ 4) (» -~ 1) p, & los que agregando los ya
formados nos da un namero de factores igual & (m —+1) (n +1)
(p+1); y por dltimo, multiplicando estos nimeros por d, d*,
d*... se tendrdn todos los factores dependientes de a, b, ¢ y d, que
son (m +1) (n+1)(p+1)¢. Agregando 4 este producto los
que ya llevamos formados, se obtiene el niimero total de factores
(m—-1)(n+44) (p+1) (¢ +1); y asi continuariamos si hu-
biese mas factores simples. De aqui se deduce que para hallar
de un modo practico los factores simples y compuestos de un ni—
mero, se escribe la unidad y las polencias del primer factor des-
de la primera hasta la enésima, en sequida se multiplican to-
dos estos nimeros por las potencias del sequndo factor , despues
se multiplican los nimeros resullantes por las potencias del
tercero, y asi sucesivamente hasta haber multiplicado todos los
nimeros obtenidos por las potenmas del ultimo factor. Los ni-
meros hallados de este modo serdn los factores simples y com—
puestos del mimero propuesto.

El ndmero de factores vemos, segun el cuadro anterior, que
es igual al producto que resulta de¢ multiplicar los expunentes
aumentados en una uhidad.

Esempro. Sea 8712 el nimero cuyos factores simples y com-
puestos queremos hallar.

~ Siendo. como hemos visto 8712 = 2’ > 3* >< 44*, segun o
procedimiento indicado anteriormente, se tendrd . '
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§eeei20iiibiin 8. (310) :

R }(wmw
9.....18.....36..... %‘ e

11..... 22.....5k..... 88 . (3+1)(3+1)(3+1)=0.3.3=26
33.....66.....132...264 . ' :
99.....198...396 ...792.

121 ...242...48% ...968 , [ BT @)Y
363...726...1452..2904
1089..2178..4356..8712

Osservacion 1.° Se deben considerar primero las potenctas
del factor que se halle repetido mayor numero de veces, para
que ¢l nimero de filas sea el menor posible.

2.2 Una vez escrito el primer ndmero de cada linea, para ob-
tener los siguientes no hay més que irlos duplicando, triplican-
do, etc., segun que las potencias de la primera linea sean los del
factor 2, 3, etc.

3.* Los factores tomados & 1gual distaneia del pnmero y al-
timo, deben dar por producto el ndmero propuesto.

Investigacion del maximo comun divisor por la descomposicion en
factores primos, y simplificacion del método ordinario.

140. El méaximo comun divisor de dos 6 mas nimeros es el
producto de las menores potencias. de los factores primos comu~
nes G todos estos nimeros.

Sea P el producto de las menores potencias de los factores
primos comunes & los niimeros A, B, C,D ..., y vamos & de-
mostrar: 1.°, que P es un divisor comun de los nimeros dados;

.%, que es el mayor que cumple con esta. condicion.

- Componiéndose P de los factores primos comunes 4 los nime-
ros dados, y estando estos factores elevados & las menores po—
tencias que se hallan en dichos ninmeros, no habra ninguno que
no sea divisible por P (436); luego P es un divisor comun de
todog los ntmeros A, B, C, D-..

Demostrado que P es un dmsor comun de los numeros A, B,
C, D ..., pasemos 4 probar que es el mayor nimero que los di-
vide, y por consiguiente el m.c.d .

En efecto, ningun nimero P’ mayor que P puede ser divisor
comun de todos los nimeros dados; porque para ser P’ mayor
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que P es necesario que contenga algun factor primo diferente de

* los de P 6 alguno elevado @ mayor potencia: en el primer caso,

el factor distinto que se halle en P’ no puede ser comun & todos

los miimeros A, B, C, D ..., y por consiguiente aquel que no ten-

ga dicho factor no podré ser divisible; luego P’ no puede ser di-
visor comun de todos los nimeros dados. '

En el segundo caso, si P’ contiene algun factor e]evado 4 ma-
yor potencia de las que contiene P, como éste se forma de los
menores que_se hallan en los nimeros A, B, C, D..., se sigue
que P’ tambien contendra factores elevados 4 mayor potencia
que las que contienen algunos de los niimeros propuestos, y por
consiguiente aquel que tenga 4 dicho factor elevado 4 una po-
tencia menor, no podra ser divisible por P’; luego si P divide 4
todos los nimeros A, B, C, D ... y ningun otro niimero mayor
que é] puede dividirles, Pserd elm .c. d.

144, Del principio anterior se deduce que para hallar el
m.c.d. dedos 6 mis mimeros se determinan los factores pri-

-mos de dichos nimeros, y efectuando el producto de las meno-
res potencias de los que sean comunes a todos, se tendra el ma~
zimo comun divisor pedido.

Esemero. Hallar el m.c.d.de los nimeros 2880, 7920 y
9360.

Descompuestos en sus factores smples (4 37), se tiene

2880=2°><3’><5,7920—2‘><3’><5><M,
9360 = 2*>< 3* < H>< 13.

Los factores comunes 4 todos los numeros son 2, 3.y 5; el
_ producto de sus menores potencias es

28 ><3* < b =180;

luego 180.esel m . ¢ . d . pedido.

142. Compoméndose el m.c.d. de los factores primos co-
munes 4 los ndmeros dados, se sigue que todo factor primo que
no sea comun 4 los dos nimeros se podrd suprimir, sin que por
esto venga alterado dichom .c.d.

Del mismo modo podremos tambien suprimir los factores co- -
munes 4 los dos,téniendo en cuenta que dichos factores deben
formar parte del m . ¢ . 4. ,
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EsemeLo. Supongamos que se quiere hallar el m.c.d . de
. los niimeros 2848 y.1412. ' .
Desde luégo podremos observar que los dos tienen el factor
comun &, de modo que dividiendo por él se tendran los nmeros
742 y 353: siendo el primer nimero divisible por 8 y no te~
niendo el segundo el factor 2, serd 8 primo con 353; de modo
que podremos dividir el primero por 8, y queda reducida la
cuestion & determinar el m . ¢ . d . de 89 y 353; aplicando pues
-4 los nimeros 353 y 89 el procedimiento del m..o.d . ten-
dremos
353 | 89
86 |3
tomando el resto complementario, se-halla para nuevo divisor el
nimero 3, y como 3 es primo con 89, se deduce que el tinico’
factor comun 4 los niimeros dados es &; luego & serd el m.c.d.

Investigacion del minimo comun maultiplo por la descomposicion
en factores primos,

143. El mintmo comun miltiplo de dos 6 mas nimeros és el
producto de las mayores potenmas de los factores przmos dis-
tintos que hay en dichos mimeros.

Sea P el producto de las mayores potencias de los factores
distintos que hay en los numeros A, B, C, D ..., y vamos 4 de-
mostrar: 1.°, que P es un maltiplo comun de los nimeros dados;
2.°, que es el menor comun multiplo.

Compoméndose el namero P de todos los factores distintos
elevados 4 las mayores. potencias que hay en los nimeros da- .
dos, no habrd en P ningun factor que no esté en los nimeros
A, B, C,D... y ninguno vendra elevado 4 wayor potencia; lue-
- go P seréd divisible (136) por cada uno de los nimerps dados;
es decir, serd un multiplo comun de todos ellos.

Probado que P es un multiplo comun de los nimeros A, B,
C, D ..., pasemos & demostrar que es el menor.

En efecto, ningun nimero P~ menor que P puede ser multi-
- plo de todos los nimeros dados; porque para ser P’ menor que
P, se necesita que contenga algun factor ménos que P, 6 alguno
elevado 4 menor potencia: en el primer caso, el factor que ten—
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ga demas P’ se hallara en alguno de los ndmeros dados, en A por -
ejemplo, y en ese caso vemos que P’ no puede ser comun mil-
t1plo de todos los nimeros propuestos, puesto que no lo es de

A (136).

En el segundo caso, si P’ contiene algun factor elevado a me-
nor potencia de los que contiene P, como éste se forma de los
mayores que se hallan en los niimeros dades, se sigue que P’
contendrd un factor, por lo ménos, elevado & una potencia menor
que 1a que se halle en uno de estos nimeros, en A por ejemplo,
y habiendo un factor primo que se halle en A elevado & mayor
potencia que en P’, se deduce (136) que P’ no puede ser un mil-
tiplo de A, y por tanto no ser4 comun mltiplo de todos los ni-
meros propuestos.

Ahora bien, siendo P un multiplo de todos los nimeros A, B,
C, D'..., y no habiendo otro nimero P’ menor.que cumpla con
esta condicion, es claro que P serd el minimo comun multiplo.

1k4. De lo dicho anteriormente resulta que para hallar el
m.c.m. de varios numeros, se descomponen éslos en sus fac— .
tores primos, y efectuando el producto de las mayores potencias
de los que haya distintos en todos los mimeros, se lendrd el
minimo comun miltiplo.

Esewrro, Hallar el m.c.m . de los ntimeros 2880, 5640
y 5220. '

Descompuestos en sus factores primos, se tiene

© 2880 = 2°>< 3* -5, B640 == 2* >< 3 <X 5 < 47,
' 5220 = 2* < 3* <X b < 29.

El producto de las mayores potencias de los factores primos
distintos, es

20 >< 32 >< B XX 47 >< 29 = 3925440;
luego 3925440 es el m . ¢ . m . pedido.

P ———

, NOTA. En esla segunda parte de la Aritmética, hemos de-
mostrado las propiedades generales de los mimeros, con toda
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generalidad para cualesquiera que aquellos sean; mas al hacer-
lo asl, sin ninguna restriccion, debemos consignar algunas obser-
vaciones, para que no se crea que principios y verdades exactas
¢ incontestables dejan de ser ciertas por una restriccion hecha
sobre las operaciones que se practican, 0 bien por considerar -
solamente ' ntimeros particulares. Asi, cuando tratamos de de-
mostrar las alteraciones que experimenta un cociente segun las
que sufren los datos, 6 tenemos que circunscribirnos solaments
4 ciertas operaciones particulares, en cuyo caso no podremos
hacer aplicacion de ellas en lo sucesivo para cualquier clase
de niimergs, 6 tenemos que separarnos algun tanto del modo- de
considerar los nimeros que entran en una operacion.

Por ejetiplo, en una division exacta en que el dividendo A es
igual al producto del divisor B por el cociente entero Q, se de-
muestra que dividiendo el dividendo A-por un niimero n, el co-
ciente Q viéne dividido por el mismo nimero. Esto no ofrece di-
ficultad cuando n es un divisor del dividendo y cociente; pero
si solo fuese divisor del dividendo A, eptonces el cociente Q
vendra dividido, segun hemos dicho, por n; y como la division

de Q por n es inexacta, el nuevo cociente -2— 1O eXpresa un co—
e .

_ ciente entero_exacto. Ahora bien, como en las divisiones que
hasta aqui hemos efectuado no se han considerado 4 los cocien—
fes, ya scan exactos 6 no, sino como numeros enteros que nos ex-
presan las veces que-el dividendo contiene al divisor, 6 & ma-
yor ntimero de veces que éste estd contenido en aquel, al hallar
- el cociente % que no es entero, careceria de sentido la idea que
tenemos del ntunero cociente; pero prescindiendo de esta idea y
1o mirandole como el nimero que nos indica las veces que el
dividendo contiene al divisor, sino como el nimero que multipli-
cado por el divisor nds da el dividendo, entonces no hay dificul-
tad en admitir el principio con toda generalidad, pudiendo de
" este modo hacer aplicacion de él en las infinitas ocasiones que
se presentan. )
Hay més: una vez bien comprendido esto, serd muy facil ob-
tener la alteracion que dicho cociente experimenta, y decir todo .
1o que ocurfe con relacion & ella, En efecto, supongamos que #
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no divide 4 Q; lamando al cociente entero Q' y R al resto, se

tendra
. . - Q=nQ/ +R,
de donde se deduce

A =B (Qn+R)=BQ'n + BR;
y dividiendo por » serd -

A _pp B

n n

lo cual nos prueba que si el dividendo de una division se divi-
de por un mimero n y se parte el mimero que resulta por el
divisor, esta nueva division nos da por cociente entefo el que
se obtiene de dividir el cociente de la primera por el nimero n;
y por resto el cociente de dividir por el mismo nimero n al
producto del divisor y resto de la primera division.

Del mismo modo podriamos ver que las alteraciones de que
nos hemos ocupado en los numeros 74, 72 y 73 son ciertas, con- '
- siderando al cociente entero como el nimero que multiplicado
por el divisor nos da un producto, el cual sumado con el resto
nos reproduce el dividendo; pudiendo por un raciocinio analogo
al anterior dedutir cudl es el cociente entero y resto de la nueva
division que resulta de alterar el dividendo 6 divisor de la pri-
mera. , v '

Al hacer esta advertencia nos hemos propuesto probar que
los principios demostrados son exactos para toda clase de nime—~
T0s y operaciones, y que cuando se sienta un principio general,
es necesario, para no faltar en nada, prescindir de los casos y
convenios particulares; porque atendiendo & ellos esclusivamen-
te, no podriamos hacer aplicacion de estos principios de una ma-

_nera general, teniéndonos que circunscribir 4 los casos particu-
lares que se hayan explicado.
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TERCERA PARTE.

DE LOS NUMEROS QUEBRADOS, MIXTOS Y FRACCIONES
DECIMALES.

Do los nimeros quebrados y mixtos.

LECCION XVI.

'Origen de los quebrados. — Alteraciones que experimentan los quebrados segun las
que sufren sus érminos por via'de multiplicacion 6 division. — Simplificacion de
quebrados. — Reduccion de quebrados 4 un comun denominador.

Origen de los quebndol

N

145. Cuando se trata de apreciar cantldades menores que
aquella que se toma por unidad, nos vemos en 1a necesidad de
dividir dicha unidad-en un cierto nimero de partes iguales, y
referir la cantidad que se va & medir 4 una de estas partes,
dando origen de este modo & las fracciones 6 quebrados ordi—
narios, 6 las fracciones decimales 6 & los nimeros complejos,
segun que la unidad se divida en un nimero de partes tal, que
unicamente deba.satisfacer 4 la condicion de que una de ellas
esté contenida exactamente en la cantidad que se quiere medir;
que las divisiones y subdivisiones se hagan siguiendo la ley
_ decimal, refiriéndose siempre estas unidades 4 la principal, tanto
en el primer caso como en el segundo; y por Gltimo, que divi-
diendo y subdividiendo la unidad principal en partes iguales,
cada una de estas partes constituyen nuevas unidades 4 las que
“se refiere la cantidad que se va & medir.

Vemos, pues, que las fracciones. 6 quebrados tienen -su’ ori~
gen 6 resultan de la medicion de una cantidad con una unidad
mayor que aquella; lo cual se consigue dividiendo la unidad
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en un cierto nimero de partes iguales, y viendo las veces que
una de estas partes estd contenida en la cantidad que se quiere
medir. De modo, que si se quiere medir con la vara la longitud
de un alambre menor que la vara, y para conseguirlo hemos
dividido ésta en 7 partes iguales y una de ellas esta contenida &
veces, la longitud de dicho alambre estard representada por la

relacion de los niimeros & y7 ’ la cual se'expresa asi: -:—, y se

lee cuatro séptimos. : K

De lo dicho se deduce que para escribir un quebrado se ne-
cesitan dos niimeros: uno que expresa las partes en que se ha
dividido la unidad, llamado denominador, y otro que se llama
numerador y que indica las veces que una de las partes del -
denominador esta contenida en la cantidad que se: quiere medir.
En el ejemplo anterior el 7 es el denominador, é indica que la
unidad se ha dividido en 7 partes, y por lo tanto denomina su
magnitud; el 4 es el numerador que nos expresa las veces que
1a cantidad alambre contiene 4 una de las partes del denomina-
dor, y que por consiguiente numerw las que de éstas contiene el
quebrado.

146. Para leer un quebrado se lee el numerador, y las uni-
‘dades que expresa se denominan medios, tercios, cuartos, quin-
Los, sextos, séptimos, octavos, novenos & décimos, segun que el
denominador sea 2, 3, %, 5, 6,7, 8, 9 0 10: en general cuan-
do el denominador pasa de 10, se le hace terminar en la pala-
bra avos 6 se le afiade dicha terminacion.

Asi, los quebrados - '

2 3 5 A1 .23
R B R TR Vi

se leerdn: 2 quintos, 3 séptimos, 5 novenos, 11 dozavos, 23
cuarenta y siele avos.

147. No solo la comparacion de una cantidad con su unidad
puede darnos el quebrado, sino que tambien puede provenir de
una division que no se puede efectuar en nimeros enteros, co-
mo, por ejemplo, 4 dividido entre 9. En efecto, el cociente de 4
entre 9 tiene que ser evidentemente menor que la unidad y por
lo tanto una fraccion 6 quebrado, que se determinard dividiendo
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cada una de las unidades del dividendo en tantas partes como uni-
dades tiene el divisor, lo cual dard un namero de partes igual al
producto del divisor por el dividendo: efectuando en seguida la
division del nimero resultante por el divisor, encontraremos
por cociente exacto un namero igual al dividendo; pero este co-
ciente no expresard unidades, sino partes de la unidad cuya de-
nominacion marcard el divisor. Asi, el cociente que resulta de
dividir 4 entre 9 serd ;,
unidad del (_lmdendo & en 9 partes, que son las unidades que
tiene el divisor, lo que da el niimero 36; de modo que dividien-
do 36 por 9 resultara por cociente otra vez el niimero £, con.la
- diferencia de que no seran 4 unidades, sino & novenas partes,

el cual se obtiene dividiendo cada

6 1o que es lo mismo %

148. De aqui se deduce que podremos considerar al quebra-
do bajo dos aspectos: 6 como tal nimero quebrado que nos ex—
presa wna 6 varias partes de la unidad, 6 como la division in-
dicada del numerador por ebdenominador, cuyo cociente es el
quebrado.

149. Los quebrados se dividen en propios é impropios. Que—
brado propio es aquel cuyo numerador es menor que el deno—

minador, como 53 Y quebrado impropio. 6 mimero fracciona-

r10 es el que tiene el numerador mayor que el denominador,
7 . .

€omo - Cuando el numerador es igual al denominador, el que-

brado representa la unidad.

Si el numerador de un quebrado es mayor que el denomina-
dor, el quebrado contendra enteros, los cuales se determinardn
efectuando la division tndicada del numerador por el denomi-
nador ; porque cuantas veces esté contenido el denominador en
el numerador, tantas unidades habra: ast

18 3
B = 3+ 3

Donde vemos que un ndmero fraccionario es igual 4 un nu-
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mero entero 0 mixto, el cual se obtiene hallando el cociente
exacto de dividir el numetador por el denominador.

RECIPROCAMENTE : fodo niimero mizto se puede reducir 6 frac-
cionario multtplwando el entero por el denominador del que- -
brado, aiiadiendo G este producto el numerador, y poniendo al
resultado por denominador el mismo del quebrado. Asi,

g2 _3x<5+42 15+2 A7
- 5 - b -8

En efecto, dividiendo cada unidad del entero en tantas partes
como unidades tiene el denominador del quebrado, dard un ni-
mero Je partes igual al producto del entero por el denominador;
de modo que agregando a este ntimero las-partes que contiene el
quebrado, las cuales estdn expresadas por el numerador, tendre-
mos el entero y quebrado reducidos 4 niimero fraccionario.

450. El valor de un quebrado no depende, como algunos
creen, del numerador ni del denominador, sino de la relacion
que hay entre ellos. Asi, un quebrado que tenga un denomina—
dor doble del numerador, siempre. expresard la mitad de la

unidad 6 sea —42—, si fuese tres veces mayor expresara la tercera

parte 6 —‘3—,y asi sucesivamente.

_ Tambien es un error decir, que la unidad de todo quebrado
es | partido por el denominador, es decir, que en el quebra-

do %, por ejemplo, la unidad es -:5— "

(*) En efecto, si el quebrado resulta de medir una cantidad con una
unidad mayor que ella (148), y nos expresa una 6 varias partes de esta
unidad, ¢no hay un contrasentido al decir que el quebrado_tenga por
unidad otra diferente de aquella de la que él expresa parte 6 partes?

Al decu'—— 0o va envuelta la idea de que esos - san de alguna cosa
qae es precisamente la unidad? Enténces a qué decir que la unidad
de % es —;—? Verddd es que podria decirse: es que la unidad —;— del .

quebrado —:—' la consideramos distinta de la principal, sabiendo que

hay una relacion entre dmbas. Entonces dejan de existir los quebrados:.
son nameros complejos 6 denominados los que se obtienen.
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Alteraciones que experimentan los quebndos segun las que sufren sus
térmmo; por vu de mnlhplmaoion 6 division.

164. 8¢ dos quebrados tienen un mismo denominador y dis-
-tintos numeradores, el que tenga mayor numerador seré smayor.

En efecto, teniendo un mismo denominador, las partes que
cada uno expresa de la unidad son iguales, y por consiguiente
el que contenga mayor niimero de estas partes serd mayor; pero
el numerador es el que expresa el numero de estas partes, luego
el que tenga mayor numerador serd el mayor. '

CoNsecUENCIA. 8t el numerador de un quebrado seduphca,
triplica, 6 en general; se le multiplica por un mimero entero
cualquiera, el quebrado viene multiplicado -por dicho usimero
entero. En efecto, el quebrado resultante tieme el mlsmo deno-
minador que el propuesto, pere su numerador es 2, 3 ... n ve-
ces mayor que el de éste ; luego dicho quebrado resultante sera
dos, &res ... » veces mayor que el propuesto. :

Por el contrario, si &l numerador de un quebrado se divide
por 2, 3 ... n, siendo exacta la division, el guebrado resultante
serd 2, 3 ... n veces menor. En efecto, el numero de partes que
expresa el segundo es 2, 3 ... n veces menor que el que exprasa
el primero, y como las partes son iguales puesto que el deno-
minader no varia, se sigue que el segundo quebrado es dos,
tres ... # veees menor que el primero.

152. Si dos quebrados tienen un mismo numerador y dis—
tinto denominador, el que tenga mayor denominador serda menor.

" En efecto, ¢ada uno expresa un mismo ndmero de partes,
puesto que son iguales Jos numeradores; pero estas paries son
menores en aquel cuyo denominador es mayer, porque es evi-
dente que & medida que aumenta el nimero de partes en que se
diyide  la unidad, éstas disminuyen; luego el que tiene mayor
denominader es el menor.

GoNsECUBNCIA. 8% 6l denommador de un quebmde se multi-
plica per un nimero entero n, el quebrado que resulia és n ve-

ces menor que el propuesto. Porque estos dos quebrados, el pro-
puesto y resultante, tienen el mismo numerador; pero el deno—
minador del segundo es n veces mayor que el del primero, y
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por cansiguiente las partes del segundo son # veoes més peque-
has: luego el segundo quebrado es tambien n veces mas pe-
Gueiio.

Por el contrario, si el denominador de un quabrado se divide
por 2, 3.... n, siendo exacta la division, el quebrado que re-
sulta serd 9. 3 ... 0 veces mayor. En efecto, 4 medida que el de-"
nominador dlsmmnye, la magnitud de las partes aumenta; luego
i dicho demominador se ha hecho n veces menor, aquellas se-
ran ® veces mayor, y por consiguiente el quebrado se ha hecho
tambien n veces mayor.

153. De lo dicho anteriormente se deduce: 1.°, que para
multiplicar un quebrado por un mimero entero, se multiplica
el numerador 6 se divide el denominador por dicho nimero;
2.°, para dividir un quebrado por un nimero entero, se divide
el numerador 6 se multiplica el denominador por dicho mimero;
3.°, el valor de un quebrado no varia multiplicando 6 partiendo
los dos términos, 6: sea el numerador y denominador, por un
mismo nimero. Porque el mismo nfimero de veces que se hace -
maybr 0 menor multiplicando 0 partiendo el numerador por un
namero entero, ese mismo ndmero de veces se hace menor 6
mayor al multiplicar ¢ partir el denominador 'lu.ego el quebrado
no ha cambiado de valor

&mphﬁcnmon de quebndos

154, Szmphﬁcar un quebrado es hallar olro que t/mya el
mismo valor, pero que sus términos sean ‘mas sencillos que los
del propuesto.

Cuando un quebrado no se puede expresar por otre de térmi-
nos mas -sencillos, se dice que dicho quebrado es trreducible.

- 185. Para smphﬁcar ua quebrado, se dividen sus dos tér-
" minos por un mismo semero ewndero todas las veces que se pueda.

En efecto, el quehrado que resulta de dividir el numerador y
denominador de otro por un mismo numero entero, tiene evi-
dentemente sus términos m4s sencillos que los del propuesto, y
ademas los dos quebrades tienen el mismo valor (153-3.°); lue-
g0 el gquebrado queda simplificado. . -

Asi, para smphﬁmr un guebrado, se prmcwa por quitar
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un mismo nikmero de ceros del numerador y denominador si
ambos estdn terminados por esta cifra, lo que equivale 4 dividir
los dos términos de la fraccion por 10, 100, etc., segun que sé
hayan suprimido uno, dos, etc. eeros. Despues, si es posible,
se dividen los dos terminbs del quebrado resul{ante por los nw—
~ como 2, 3 8 ...; y por Gltimo, si qmtados los factores comunes
al numerador y denominador, los términos del quebrado resul--
tante fuesen bastante crecidos, se halla el mazimo comun divi-
sor de ellos, y st lo tienen, se dividen por él los dos términos
de dicho quebrado, y el que resulte serd el quebrado simpli—
ficado.

Sea, por ejemplo, 49(?50 la fraccion que queremos sunph—

ficar.

- Tendremos

' 990 99 9 3
1680 «+ 165 .16 5’

" cayo resultado se ha obtenido suprimiendo primero el factor 10
del numerador y denominador, en seguida dividiendo los térmi-
nos de la fraccion resultante por 11, y despues por 3.

Sea, en segundo lugar, g;l_o la fraccion que se desea sim-
plificar. :

Segun el procedimiento anterior se.obtiene, qmtando los fac—-
tores comunes 2, 3, 11 y 7 que se ven inmediatamente,

34488 _ 47094 5698 _ 648 - Tk

8BATO0 42‘735 154245 — 1295 - 485 )

y como todavia los términos son bastante crecidos, les aphcamos
el procedimiento del maximo comun divisor, y nos da por resul-
tado 37; de modo que dividiendo los términos de la dltima frac-
cion por 37, se halla la fraccion irreducible —g—

Ocioso seria e advertir lo muy esencial y atil que es la sim-
plificacion de quebrados; porque ademas de. podernos formar
_ una idea mds exacta de la cantidad que representan, tienen la



QUEBRADOS. 129
inmensa ventaja de simplificer los cdlculos que pndleran hacerse
con.ellos.

Es evidente que podria principiarse desde luégo por hallar el
m.c.d . delos términos de la fraccion propuesta y dividirles
- por él, resultando la fraccion simplificada; pero en la préctica

slo se apela 4 este medio despues de quitados los. factores que
d primera vista se ven.

186. Los dos términos de un quebrado irreducible son pri-
mos entre st. .

-En efecto, si no lo fuesen, tendrian un faclor comun, y divi-

diéndoles por &1, el quebrado propuesto seria equivalente (*) 4
oiro de términos mds sencillos, lo que es contra la hipétesis: de
modo que el quebrado que resulta de dividir los dos términos
de otro por sum . ¢.d'., es el quebrado irreducible equlvalente
-al. primero.

157. Todo quebrado equivalente G otro irreducible, tiene sus
términos equimiltiplos (**) de los de éste.

~ En efecto, sea el quebrado irreducible —n~, el cual es equi-

valente 4 otro %; ¥ por lo tanto se tendrd

a_m
b an
Si estos dos quebrados los multiplicamos por b, tendremos
; .
4= —{:l M1

Y como @ es un némero entero, el cociente de bm por n tambien.
lo serd; luego » divide al producto bm. Pero el nimero n es
primo con m, luego dividird 4 b (143), y llamando b’ al cocien—
te, que es entero, se tendra

b=nb':

(*) Se dice que dos expresiones son equivalentes, cuando siendo dife-

rentes en la forma, tienen el mismo valor.
(**) Se llaman nimerds equimualliplos de otros, los que resultan de
multiplitar éstos por un mismo nimero entero.
v . 0
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de modo que sustituyendo en la igualdad (1] en vez de b su va-

lor, serd - Lo
nb'm

a= — =b'm
n

.
>

luego los términos a y b del quebrado equivalente & otro irre~
ducible, son respectivamente iguales & mb’ y nd/, es decir, equi-
miltiplos de los términos del quebrado irreducible.

De este prmclplo se deduce: 1.°, que todo quebrado cuyos
términos son pnmos entre st, es trreduczble porque todo que-
brado equivalente 4 él, tendria sus términos equimdltiplos, y
por lo tanto mayotes; 2.°, para que dos quebrados irreducibles
sean equivalentes, han de ser idénticos. En efecto, los menores
equimultiplos de dos ndmeros son ellos mismos.

Reduovion de quebrados 4 wm comun denomsnedor.

158. Se entiende por reducir varios quehrados 4 un comun
denommador, hallar otros que sean respectivamente equivalen—
tes a los propuestos, y que en todos’ esté dividida la unidad en
un mismo numero de partes; es decir, que tengan un mismo de-
nominador.

Esta trasformacion estd fundada en el prmcxpm 153-3.°, Y
se efectiia. de dos modos.

Primero. Para reducir dos 6 mas quebrados & un comun de-
nominador, se multiplican los dos términos de cada uno por el
producto de los denominadores de los demas. De este modo se
hallan quebrados equivalentes 4 los primeros, y cada uno de ellos
_ tiene por denominador el producto de todos; luego. quedan re-
ducidos 4 un comun denominador.

Secunpo. Si-los denominadores de los quebrados propuestos
tienen factores comunes, se reducen 4 un comun denominador
hallando el m . ¢. m. de los denominadores, el cual serd el de-
wominador comun, y los numeradores se, obtendran multiplican-
do los de los quebrados propuestos por los cocientes que resul—
tan de dividir el m . ¢ . m . por cada denominador.

En efecto, los quebrados resultantes serdn - equivalentes 4 los
propuestos, porque solo se ha hecho multiplicar los des términos
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de cada uno por el cociente de dividir el m . ¢ . m . por su de-
nominador, y todos tendrén por denominador dichom .¢c.m .

Esemero 4.° Reducir 4 un comun denominador los quebra-
dos 1 i _‘_
3'8%° 7"
Aplicando la primera regla, se tendra
2x<5.7 £x38.7 41x3.5
3x5.7° 5x3.7’ Tx3.5’
6 1o que es igual, '

70 84 15
105’ 105 ° 105 °

"Eyemrro 2.° Seap los quebrados que hemos de reducu' dun
comun denominador
1 3
. 2 kT
Por la regla segunda, se tendrd

112 3x6 7Tx2 Bx3
2% 7 2% % %’
6lo que esignal, . - i
42 48 4k 4
%7 2% 2% 2% .
Siempre que los denominadores tengan factores comunes, con-
viene aplicar la segunda regla en vez de la primera, por ser mds
breve y porque los quebrados resultantes son los mds sencillos.

5

T8
12’8

LECCION XVII.

Alteraciones que sufre un quebrado cuagdo & sus dos términos se les agrega 6 dismi-
nuye un mismo nimero. — Sumar quebrados, un entero con un quebrado y nme-
ros mixtos. — Restar quebrados, de un entero un quebrado, y niimeros mixtos.

Alteraciones que sufre un quebrado cuando 4 sus dos términos se les
agrega 6 disminuye un mismo namero,

~ 159. Hemos visto ya que un q;xebrado no se altera multipli-
cando sus dos términos por un mismo niimero entero; y podria
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creerse que tampoco sufre alteracion cuando & 4mbos términos
se les afiade 0 quita un mismo nimero, lo cual no es cierto; y

~ para probarlo supongamos una fraccion en general %, agregue-

mos 4 sus dos términos el mismo nimero m, y obtendremos la
a+ m
b+m
Si reducimos @ un comun denommador la -fraccion propuesta
y la resultante, tendremos que dichas fracclones, estaran repre-
sentadas por ‘

fraccion -

ab—4-am _ ab+bm
o+m Y 50 +m)

de modo que teniendo 4mbas el mismo denominador, la fraccion
resultante serd mayor, igual 6 menor que la propuesta, segun
que su numerador sea tambien mayor, igual 6 menor que el de
dicha fraccion propuesta.

Ahora bien, los numeradores de estas fracciones tienen el
sumando ab comun; luego la relacion en que estdn, dependé de
los segundos sumandos am y bm, los cuales, como se ve, tienen
el factor comun m, y por lo tanto - '

© Sia<<b, am <bm; y b<‘;iz'

Si a="b, am =bm; YT—»ZIZ.

at+m
b+4m °

Sia>b, am>bm; y -%>

De aqui se deduce que si.4 los dos términos de una fraccion

st les agrega un mismo numero, la fraccion que resulta serd

mayor, tgual 6 menor que la propuesta, sequn que ésta sea pro-
pia, iqual @ la unidad 6 smpropia.

Si en vez de aumentar & los dos términos de la fraccion pro-

puesta el ndmero m, lo hubiésemos disminuido, resultaria la

. G—m . . .
fraccion =m de modo qde reduciendo estas dos fracciones

4 un comun denominador y comparando sus numeradores, se
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- . G _u—m X
tendra que las fracclones, Y —=m estardn representadas
por las siguientes:

ab—am ab—bm
to—m) ¥ TE—m-

Los numeradores de estas fracciones tienen el minuendo co-
mun ab, y los sustraendos el factor comun m; luego la segunda
serd mayor, igual 6 menor que la primera, segun que @ sea
mayor, igual 6 menor que b: porque siendo a, por ejemplo, me-
nor que b, el sustraendo am es menor que bm, y como & medi-
da que disminuye el sustraendo aumenta la resta (19), se sigue
que el primer quebrado- es mayor que el segundo: lo mismo se
demostrarian los demas casos; luego

Si a <b, >
Sia=b o 1}:%{%.
Si a> b, %<—Z:$.

Es decir, que st se quita un mismo ninvero m de los dos tér-
minos de un quebrado, el que resulta serda menor, igual 0 ma-
yor que el pmmem, sequn que éste sea propio, tqual & la un-
dad o tmpropio.

OBSERVACION. Representandose la unidad pou una fraoc:on
cuyos términos son iguales, se sigue que & foda fraccion propia
le falta para valer la unidad otra fraccion cuyo numerador es
la diferencia de los dos términos de.la primera, y cuyo deno-
minador sera el mismo de la fraccion propuesta. Es decir, que

a la fraccion propia b le faita —b—b— para valer la unidad.

Esto supuesto, si aumentamos 6 dlsmmmmos un némero 4 los

a+m
+m

dos términos de la fraccion propia b ) 88 convertira en - b

. —_m , . , :
0 en 'b e | 4 estas dos fracciones les faltard para valer la
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unidad, segun lo dicho anteriormente, las fracciones respectivas
b—a b—a
b+m Y T=m

: donde vemos que 4 medida que m aumen-

b—
te, la fraccion 3 +

constante el numerador, ¥a aumentando el derominador; luego
& medida que aumenta el nimero m que se afiade & los dos tér-
minos de una fraccion, la que resulta se va aprozimando d va-
ler la unidad.

La segunda fraccion : —
crece; en efecto, para que m se pueda restar de los dos térmi-

ird disminuyendo (152), porque siendo

% va aumentando 4 medlda que m

. .6 . ,
nos de la fraccion propia ——, es nécesario que sea menor 6 4 lo

mds igual al menor de ellos a; luego aumentando m hasta valer
a, el denominador b — m va disminuyendo hasta valer b —a, y

por consiguienle g:; tiende 4 ser igual 4 1a fraccion %E—

que es ignal 4 la unidad; pero esta¥raccion expresa la diferen—
cia que hay entre la unidad y la que resulta de restar de los dos .

términos de la fraccion propia % una misma cantidad m; lue+

go si la diferencia qua hay entre la unidad y b uende a

ser igual 4 1, la fraccion que resulta de restar de los dos tér-
minos de otra propia una misma cantidad m, tiende a ser cero,
4 medida que m se aprozima a valer a.

Si la fraccion —Z~ es impropia, excede la unidad e k;—b ,
Y por consiguiente, la fraccion que resulta de agregar el nlime-
ro entero m 4 los dos términos de la propuesta, excedera 4 la

unidad en % , y como esta fraccion va disminuyendo &

medida que m aumenta, la fraccion resultante —‘; j_-z se va di-

ferenciando cada vez ménos de la unidad; y por lo tanto podre-
mos decir que aumentando & los dos términos de una fraccion
propia 6 smpropia un nimero enfero cualquiera, la fraccion que
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resulta va aprorimandose & valer la umdad & medtda que di-
cho mimero va creciendo.

~ Hemos visto anteriormente que quitando de los dos térmi-

nos de una fraccion propia un némero entero, la que resulta va

aproximéandose 4 valer cero; si la fraccion dada fuera impropia,

excederia 4 la unidad en la diferencia-de sus dos términos par-

lida por el denominador, y por lo tanto la que resulta de res—

tar de sus dos términos el ndmero m, excederd 4 la unidad en

a—Db 4 , cr -
J— ¥ como este exceso aumenta & medida -que m va au-

mentando, la ﬁ‘acclon ira aumentando cada vez mas; de

b-— m
donde podremos deducu'.que dcsmmuyendo de los dos términos
de una fraccion propia 6 tmpropia un mismo nimero m, la
fraccion que resulta va diferenciandose cada vez mds de la
unidad.

.

L)
Sumar quebrados, un entero con un quebrado y nimeros mixtos.

160. Para sumar quebrados se reducen ¢ un comun deno—-
minador st no lo lienen, se suman los numeradores, y a, la su—
ma se le pone por denominador el denominador comun.

En efecto, reduciendo los quebrados & un comun denomina-
dor si no lo tienen, cada uno expresa partes iguales de la uni-
dad, y por lo tanto reuniendo las que cada uno contiene, lo cual
se consigue simando los numeradores, tendremos la cantidad
que eqmvale 4 la suma de los valores de los sumandos.

3

T TYT

Como tienen un comun denominador 7, cada uno expresa
séptimas partes de la.unidad: luego sumando las que cada que-
brado contiene, se tendrd la suma; y como estas partes estin
representadas por los numeradores (145), sumandoles, se ten—
dré el numero que expresa las que contiene el resultado.
3 &4 2 3+4+2_ 9 2

Ty ty=—"7w 7= i7:

Sean los quebrados que hemos de sumar - 3 2

Asi,
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1 3 7
Supongamos que queremos sumar las fracciones — RN ST
Y ?~
Como tienen diferentes denominadores; no expresan partes
iguales de la unidad; por-lo que no se pueden sumar asi.
Reduciéndoles & un comun denominador (158), y cumando
como antes los numeradores, se tendra

13 7 8 412 48 1% 1%
et it ety TatatTutTu T

2
1241844k +18 _ 59 _ M

2% =31 =235

464. Para sumar un entero con un quebrado se escribe el
entero y despues el queprado, y queda la suma bajo la forma
de un mimero mizlo, elycual podra reducirse 4 fraccionario (149)
multiplicando el entero por el denominador del quebrado, aiia~
diendo a este producto el numerador, y pontendo al resultado

por denominador el del quebrado.
Asi, 1a'suma del entero 32 con el quebrado % serd .

32642 _ 162
b -8

2
32F._

162. Para sumar mimeros miztos, se sumgn primcro los
quebrados, y si esta suma compone algun entero se une a la
suma de los enteros.

En efecto, el nimero que asi resulte se compondra de todas
las unidades y partes de ella que contengan los sumandos, que
es precisamente la suma.

Esempro. Supongamos que se quiere sumar los ndmeros mix-’
s 12 =, 18 2, 33 % yo4
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Se dispondrd la operacion del modo siguiente :

2 . .

122 | .

‘3° 9 9 &7 60. 3 .40 63 m 1
32; sttt ot E =%5-
2% =

88 =

Tambien pueden sumarse los ntimeros mixtos reduciéndolos &
fraccionarios, lo cual convierle este caso en el de sumar que-
brados. :

+

. Restar quebrados, de un entero un quebndo y numeros mixtos.

163. Para restar un quebrado de otro, se reducen & un co-
mun denommador si no le tienen, se restan los numeradores, y
4 la resta se le pone por denominador el denominador comun.

En efecto, estando reducidos los quebrados 4 un comun de~
nominador, 4mbos expresan partes iguales de la unidad ; por lo
tanto, la diferencia de los nymeradores expresara el namero de
partes que sumado con el sustraendo nos da el minuendo, y para
indicar que estas partes son iguales & las de los quebrados que
se restan, se les pone por denominador el denominador comun.

: -7 b 2
Ak, i R
£_3_38_15_13
y B 7T 3 T3 35

" 16&. Para regtar de un entero un quebrado, se toma una
unidad del entero y se reduce & la especie del quebrado, de ella
se resta dicho quebrado, y el wimero entero disminuido en ung
unidad seguido de la fraccion que resulle, serd la resta pedida.
23 B4

= 477 o
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Como la unidad reducida 4 la especie del quebrado sustraen-

do es igual ( 149) 4 ;7 , se deduce que para hallar la diferen—

cia entre uga fraccion y la unidad, se resta el numerador del
denominador, y al resultado se le pone por denominador el mis—
mo del quebrado.

Tambien puede reducirse la resta de un entero y quebrado a
la de dos quebrados, poniéndo el entero bajo la forma de frac-
cion ; pero este método es muy pesado cuando el entero y los tér-
minos del quebrado son bastante crecidos.

165: Para restar nimeros mizlos se restan primero los que-

brados y despues los enteros. Si el quebrado del minuendeo fue-
se menor que ¢l del sustraendo, se le agrega & aquel una uni—
dad y se efectiia la resta, teniendo curdado de considerar con
una unidad ménos al entero del minuendo.
* Sean los niimeros que se han de restar 37 5 ¥ 25 3
. Dispuesta la operacion como 4 contmuacnon se e, efectuare—
mos la resta de los quebrados, y despues la de los enteros, y
tendremos el nimero mixto que sumado con el sustraendo nos
da el minuendo, y por consiguiente la resta.

374)3 2 90 4Q  A—40 _ M

2548 773 3 -3 35

Supongamos en segundo lugar que de 347 —?; se quiere res-

. 3' ) N : : .
tar 439 T.

Dispuesta la 6peracion como anteriormente, se tiene

347 '§'}E_i_§__‘_5; 08, 45 13
139 4985 & 200 200 20 20~ 20°
" 207 o .

Donde vemos que despues de reducidos los quebrados & un
comun denominador, no se puede efectuar la resta & causa de
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ser el primero menor que el segundo; Pero tomando una unidad
de los enteros, reduciéndola 4 quebrado y agregindola a} mi-
nuendo, nos da un resultado del cual puede ya restarse el stis—
traendo; efectuando despues la resta de los enteros, consideran~
do al minuendo con una unidad ménos, hallamos el resultado
que se pide.

Tambien puede reducirse la resta de nameros mixtos 4 la de
quebrados, poniendo éstos bajo la forma de nimeros fracciona-
rios; pero este método es en general mds pesado.

Si se hubiera de restar un entero de un nimero mixto, se res-
tarian los enteros, y agregando 4 la resta el quebrado del minuen-
do tendriamos el resultado.

Si se quisiera restar de un entero un numero mixto, tomaria—
mos una unidad del entero minuendo de la cual restariamos el
quebrado del sustraendo, y restando despues los enteros, consi-
derando con una unidad ménos al del minuendo, obtendriamos
el resultado pedido.

LEGCION XVIIL.

Maltiplicacion de quebrados, de un entero por un quebrado y de nimeros mixtos. —
Division d¢ quebrados, de un entero por un quebrado y de nimeros mixtos.

Moultiplicacion de quebrados, de un entero por un quebrado
y de numeros mixtos,

166. En la multiplicacion de quebrados debemos considerar
varios casos: 1.°, multiplicar un quebrado por un entero; 2.°,
un entero por un quebrado; 3.°, un nimero quebrado por otro;
k.°; un mizto por un entero o quebrado; 5.°, un entero 6 que-
brado por un nimero mizto; y 6.°, dos mimeros miztos.
~ PrmMer caso. Para multiplicar un quebrado por un entero sa-
bemos (153-1.°) que se pueden seguir dos métodos: ¢ multipli-
car el numerador del quebrado por el entero, 6 dividir el deno-
minador por dicho nimero entero. El primero de estos métodos
constituye la regla general, porque siempre es aplicable; el se-
gundo sélo se emplea cuando el nimero entero por que se- quie-
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re multiplicar el quebrado es un divisor del denominador del

mismg; y debe preferirse este segundo método, siempre que se
_ pueda, porque da un resultado més sencillo que el primero.

Sea multiplicar el quebrado ‘?{ por el entero 4. Se tendrd

3>k 12 _ 2

b)

3
-gXL—

[«
(S

"

Multipliquemos ahora el quebrado "—2 por 3; y empleando el

segundo método, por ser el denominador 42 divisible por 3, ten-
dremos '
' 7 7 7 3
3 =311
Efectuando esta multiplicacion por el primer método, obten~.
driamos

Donde vemos que para hallar el resultado final ha sido nece~
sario hacer una simplificacion, la cual se evito empleando el se-
gundo método.

Secunbo caso. Para multiplicar um entero por un quebrado,
se multiplica el entero por el numerador del quebradoy el pro-
ducto se parte por el denominador.

En efecto, el producto ha de ser del multiplicando lo que el
multiplicador sea de la unidad; lTuego si hallamos la parte que
es del entero maltiplicando lo que una parte del quebrado es de
la unidad y la repetimos tantas veces como partes tiene el que-
brado, obtendremos el producto. Ahora bien, la parte que es del
entero, lo que la del quebrado es de la unidad, se obtiene divi-
diendo el entero por el denominador del quebrado, y ésta se re-
pite tantas veces como partes tiene dicho quebrado, multiplican-
dola por el numerador; y como para multiplicar por un nimero
el cociente de otros dos basta multiplicar el dividendo por este
niimero, se sigue que multiplicando el entero por el numerador
del quebrado y partiendo el producto por el denominador, se
tendra lo que se pide. .

»
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Aplicando el raclocnmo anterior al caso de mulnphcar el en-

tero 5 por el quebrado , tendremos que el producto serd res—

pectd de 8 lo que T?— es de la unidad, v como %es cualro veces

la séptima parte de la unidad, el producto serd cuatro veces la
séptima parte de 5; 1a séptima parte de 5 se obtiene dividiendo

5 por 7 (44-4.%): por tanto dicha séptima parte serd —- 5 ; de mo-
do que repitiendo 5 cuatro veces, 6 lo que es lo mismo, multi-

plicéndole por &, s6 tendrd >

qué serd el producto: luego

~ Ossenvacion. En el caso de ser el entero divisible por el de-

nominador del quebrado, conviene efectuar esta division y mul-
tiplicar el cociente que resulla por el numerador, lo qué nos
dar4 el producto simplificado.

Supongamos se quiere multiplicar 12 por %

Como 42 es divisible por el denominador £, en vez de emplear
el procedimiento general, dividiremos 12 por £, el cociente 3 lo
multiplicaremos por el numerador del quebrado, y obtendremos
el producto 9 que se pedia.

TeRcER Caso. Para multiplicar un quebrado por otro, se mul-
tzplwan los numeradores, despues los denominadores, y se parte
el primer producto por el segundo.

En efecto, el producto ha de ser del multxphcando lo que el
muluphcador es de la unidad; luego sn se hulnera de multipli-

4 por 7 , el producto seria de i lo !Iue es de la uni-
dad, es decir, cmco veces la séptima parte Ahor::l bien, la sép-

tima parte de es (4 53—2 °) =——=, y esta séptima parte, re-

3
k<7’
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petida cinco veces 6 multiplicada por 5, nos da (2.° cas0) >,
que es el producto ; luego

3.5 _3x8 15
P TERTT W

OssenvacioN. Si el numerador del quebrado multiplicando es
divisible por el denominador del quebrado multiplicador, se po-
dra efectuar dicha division; y multiplicando el quebrado que
resulte por el numerador del segundo, tendremos el producto
pedido. .

; En efecto sean los quebrados que hemos de muluphcar 484

Y T‘ Como 8 es divisible por %, se hallard la cuarta parte de

7|8T’ dividiendo 8 por & (183-2.°), lo cual nos da %, 'y re-
pitiendo esta cuarta parte 3 veces, obtendremos el producto pe~

dido. ,'6‘ ; cuyo resultado es més SOHCIHO que el que se obtiene

por la regla general

Cuarto caso. Para multiplicar un nimero mizto por un en—
tero 6 quebrado, se reduce el mizto & quebrado y se.efectia la
multiplicacion del quebrado que resulta por el entero 6 que-
brado multiplicador : 6 bien se multiplica el entero y quebrado
del nimero mizto por el multiplicador y se suman los produc—
tos parciales (52).

" Sea el producto que queremos hallar (L + 2 ) < 3.

* Reduciendo el enfero a la especie del quebrado y efectuando
la maltiplicacion, se tendra

(L+—)><3.. “XE’*Q xs_o?gg-xa_ 656 =43%;

Sea, en segundo lugar, el producto ‘de (l + 2 ) X &, el
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cual se redueird 4 multiplicar 25 por ; luego se tendré
2 3 22 '3 223 66 U
(""‘F).X?:T T =T ~3% = %"

Estos mismos ejemplos, resueltos por el segundo método,
nos dan

(4+ )3 43+— B=A2p g =21 = i3
9 2 3 12 6
(H' ) 7—" —+_ 57 7 ' 3

. 60 _ 6 _66_, 3

Quinto caso. Para multiplicar un entero 6 quebrado po; un
nimero mizto, se convierte el numero mizto en fraccionario, y
queda reducido a multiplicar un entero 6 quebrado por un que-
brado: 6 bien se multiplica el multiplicando por el entero y
quebrado del multiplicador, y la suma de los dos mimeros que
resulten serd el producto pedido (53).

Supongamos que se quiere multiplicar el niimero 5 por el ni-

.
mero mixto & -4 % reduciendo el numero mixto & fracciona-

rio, y efectuando la multiplicacion, se tendra

><(4+ 2)_5 ‘; ——739 .23%'

Sea el nuevo producto < (4-{- 2 ) el cual nos dard,

siguiendo el mismo método,

2 u T
><(L+ ) =98 = 2—_2-5-.
Los dos productos anteriores efectuados directamente 6 sea °
por el segundo metodo, nos dan

e x(L+ 3>-—20+-‘§‘l 29;+3-‘3—-_=23,—‘5.
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o N 6 36 6 42 &
2. "X("":«z) R T T TR T Rt
SExT0 CAS0. Para multiplicar #n nimero mizto por otro, se

pueden convertir dmbos en nimeros fraccionarios,y queda re—
ducido a multiplicar dos quebrados ; 6 bien se efectia la mul-
tiplicacion de todo el multiplicando por el entero y quebrado
del multiplicador, y sumando los productos parciales. que re-
sulten se tiene el producto total (b3)

Sea, por ejemplo, mulnphcar b+ 5 por 3 + —?1 ; se ten-

dr4 segun el primer método
(L+——) (3+_)_22 394‘_2§§3b__
' Empleandb el segnndo método hallarem;)s
(+3) (245) =t S B a0 o
N A

Division de quebrados, de un entero por un quebrade
y de numeros qixﬁ».

167. En la division de quebrados se consideran varios casos
que pueden reducirse & estos cuatro: 1.°, dividir un quebrado.
por un entero; 2.°, un enlero por un quebrado, 3.%, un quebra-
do por otro; y &.°, un,mizto por otro. : :

PriMER Caso. Para dividir un quebrado por un entero, sabe-
* mos puede hacerse de dos modos : 6 multiplicando el denomina-

dor por el nimero por que hemos de dividir el quebrado, 6 di-
. vidiendo el numerador por dicho nimero entero.

El primero de estos métodos constituye la regla general, por-
que siempre es aplicable : el segundo sélo se emplea cuando el
nlmero entero por que se quiere dividir el quebrado es un di-
visor del numerador del mismo ; y debe preferirse este segundo
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método siempre que se pueda aplicar, porque da un resultado
més sencillo que el primero. ° .

. Propongdmonos dividir el quebrado g’ por k: se tendrd .

3., 3
o i"—zo’

. Supongamos ahora que se quiére dividir ﬁ poi' %. Como el

- numerador 8 es divisible por &, empleando el segundo método,
- 88 tendré

84—
g k=

©|

-

SeGUNDO cAsS. Para dividir un entero por un quebrado, se
multiplica el entero por el denominador del quebrado, y el pro-.
ducto se parte por el numerador.

En efecto, siendo la division el andlisis de la multlphcaclon,
y teniendo por objeto hallar uno de los factores de un producto
dado éste y el otro factor, y sabiendo ademas que el producto
es respecto de uno de los factores lo que el otro es de la unidad;
tendremos que el dividendo, que es el producto, serd respecto
del cociente, numero que vamos buscando, lo que el divisor, que
es uno de los factores, es respecto de la unidad; luego dividien-
do el dividendo por el nimero de partes que tiene el quebrado
divisor-0 sea por el numerador de dicho quebrado, el nimero
qué nos resulte nos expresara la parte del cociente indicada por
¢l denominador del divisor, y repitiendo ésta tantas veees como
unidades tiene el denominadpr del quebrado divisor, obtendre-
mos el cociente.

Apliquemos este raciocinio 4w ejemplo, y sea dividir 8

3
por &

Siendo 8 el producto de % por el nimero que vamos buscan-

do, sera respecto do este numero lo que —g- es de la unidad; es

10
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decir, que el dividendo 8 sera fres veces la qumta parte del ¢o-

ciente; luego 8 pamdo por*3, 6 sea g ) nos expresara una qum-'

ta parte del coclente, Y repitiendo esta qumta parte 5 veces, 6
lo que es lo mismo, muluphcandola por 5 teidremos el niimero
- que'se busca luego - o :
3 8X5b 40 ’ 1
 Sig=rg =g =8By
Tencer caso. Para dividir un quebrado por otro, se multi-
plica el numerador del dividendo por el denominador del divi-
sor, y este producto se parte por el que resulta de multiplicar
el denominador del dividendo por el numerador del divisor; 6
“mas sencillo, para dividir un quebrado por otro, se multiplica
el primero por el sequndo tnverlido. .

Sea, por ejempl,-dividir el quebrado por

Siendo el dividendo -g respecto del cociente lo que % es res-

pecto de la unidad, y por lo tanto & veces la séptima parte, di-

3

vndlendo 5 Pof &, lo cual nos da (153-2. ) : I obtendre-

.mos una séptxma parte del cociente; y repmendo esta séptima
parte 7- veces, 0 1o que es lo mismo, multlphcéndola por 7 ten—
dremos el cociente pedido: asi,
3. ;‘:_3><7__2_‘_4 1
5°7 5x4 e ¢
OsservacioN. Siendo la division el anahsns de la muluphca-
cion, y efectuandose la de los quebrados multiplicando i numera-
Mor por numerador y denominador por denominador, parecia
“natural que para dividir una fraccion por otra se dividiesen res—
pectivamente los dos términos de la primera por los de la segun—
da; y en efecto, ningun inconveniente habria siempre que dichos
dos términos de la primera fuesen exactamente divisibles por los -
de la segunda; pero en el caso de no serlo no tendria ventaja la
aplicacion de esta, regla, porque la division de las dos fracciones
propuestas quedaria reducida 4 1a de otras dos.
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- Cuarto caso. Para dividir un nimero mizto por oiro, se
convierten dmbos en fraccaonanos y queda reductdo é dwcdw
. un quebrado por otro.

" Sea, por ejemplo, dividit 3+ & por 4 -'I—— se tendra
. 2 7 1739 _47x8 _ 136 -
(3+ )("“ )""“' =39 195 " 4

LEGGION XIX.

Producto de varios quebrados. — Quebrados de quebrados. — Reduccion de que-
brados & otros que tengan un denominador dado. — Gonenlinclon de la teoria de
quebrados.

Produotos de varios quebrados.

168. El producto de varios quebrados se obtiene multtph—
cando los numeradores, despues los denominadores y partiendo

el przmer producto por el sequndo. .
3 2 & _1
Sea‘e‘l produ(‘zto T XF X9 >X7%

El producto de los.dos primeros factores es
3 2 32

. FREFTEXE
El de éste por el.tercer quebrado es
. 3><2><L Ix2x4.
) Ex<b5x9’.

y efectuando el producto del dltimo hallado por el tiltimo factor,

se tlene

32k ><1— 32X EXT
EX<B8>x9 7787 AXxXBXx9Ix8’

' 32 kT 3x2XEXT
luego TX?X?XS 4><5><9><8’

que es lo que se queria demostrar.



.

18 . NOUMEROS ~

:OBsERVACIONES. 4.* Si los factores de un pnoducto son. ente—
ros, quebrados y mixtos, despues de convertndos éstos en nii—
meros fraccwnarms, queda reducida la cuestion 4 multilicar
niimeros enteros y quebrados, Y como en la practica se princi-.

pia por multiplicar los dos primeros factores, podra suceder una

. de estas combinaciones: multiplicar un. entero por otro, un en-
tero por un quebrado, un quebrado por un entero 6 dos.que-
brados; y lo mismo sucede en el producto del primero hallado
“por el tercer factor y en todos los demas. Ahora bien, el pro-
ducto de un entero por un quebrado 6 viceversa, se obtiene
multiplicando el numerador del quebrado por el enteroy par-
tiendo el produoto por el denominador; luego el producto de va-
ri0s mimeros enferos y quebrados es igual & una fraccion que
tiene por numerador el producto de todos los enteros y numera-
dores y por denominador el producto de los denominadores.

2.* Cuando haya de efectuarse el producto de varios niime-
ros enteros y quebrados 6 de quebrados solamente, conviene .in-
dicar primero las operaciones, y dntes de ejecutarlas quitar los
factores que haya comunes 4 los dos términos de la fraccion que
expresa el productos

Sea, por ejemplo, mulupllpar | - o
2 7 _5 3 2xTX5x8xS
ERON ROK ROEOE Al oI Sy 31 B

" _cuyo resultado podra s1mphﬁcarse quitando pnmeramente los
factores 7 y 5 comunes 4 los dos términos, y despues los facto-

res 2 Y 3 que se hallan en el nimero 6 del denominador: asi,
tendremos ‘

2><7>< Sogactd  BXTXEX8>3_ 2x8=<3_ 8

579 X =B 6xT 96 9

169. Siendo el producto de varios quebrados.0 de varios
~ .enteros 'y quebrados, otro quebrado que tiene por numerador
el producto de los numeradores 6 el de los enteros y numera~
dores, ¥ por denominador el de los denominadores, y siendo
estos productos siempre los mismos, cualquiera que sea el 6rden
en que se multipliquep, se sigue que el producto-de varios en—
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toros y quebmdos 6 de quebrados solamente, no varia cualquie-
ra que séa el orden en que se multipliquen estos nimeros. '

Ozservacion. El principio de que el drden de factores no al-
tera el producto que se demostro (56) para el caso de ser ente~
ros dichos factores, ahora queda demostrado para el caso de ser
quebrados 6 enteros y quebrados; mds adelante haremos ver
- que tambien es verdadero siendo los nimeros inconmensurables.

Quebndo: de qnebndos

470 Hemos v1sto (466) que mulnphcar, por ejemplo, g Por

—g— es hallar las dps qm’ntas portes de tres cuartos. En esta

cuestion nos vemos precisados & tomar de un quebrado una 6
més partes de las que indica el denominador de otro, por Io que
al resultado se le llama quebrado de quebrado.

Tambien se da el nombre de quebrado de quebrados al re-
sultado de multlphcar entre si varios quebrados 0 enteros y

quebrados; asi, los - de los i de los - - de 12 serd el produc-
to de todos estos numeros, es declr,

2 3 % 233512 2> 12
B} R} =T = e

= 2.

v Reduccion de qnebndoa 4 otros que tengan un denonmndor dado.

474 Pori convertar un quebrado irreducible en otro que
tenga un denomincdor n, se multiplica el numerador por n, el
producto se pagle por el -denominador, y poniendo por denomi-
nador el mimero n al cociente entero que resulte, se tendrd el
. quebrado pedido. -

Sea el quebrado irreducible -—:— que se quiere converlir en

otro que tenga el denominador-n. Pudiéndose considerar & todo
quebrado (147) como el cociente de la division del numerador

_por el denominador, se tendra que dividiendo cada unidad del
dividendo, no en tantas partes como tinidades tiene el divisor,
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sino en n, el cociente obtenido podré no ser exac.to, pero seré un
~ cierto numero de enésimas partes de la unidad que expresard el
valor del quebrado propuesto con un error mds pequefio que
" una enésima parte; de modo. que llamando ¢ al cociente entero
de dividir an por b, el quebrado propuesto serd, si la- division

hecha no es exacta, mayor que % y menor que 1 + ; luego

el error que se comete, tomando uno.cualquiera de estos ‘dos
' quebrados por el propuesto, serd- menor que- la diferencia que

- hay entre ellos, 6 lo que.es lo mismo “metor que - L '

Consecuencia. Dado un quebrado irreducible cuyos términos
sean tan grandes que no nos podamos formar una idea clara de
su valor, se reduce 4 otro cuyo denominador sea un nimero de-
terminado 7, y de este modo podremos conocer su valor aproxi-

mado en ménos de —.

Sea el quebrado que nos expresa 677 partes dela um-. )

977
dad dividida en 977: reduciendo este quebrado & 'otro que ten-
~ ga 12 por denominador, se tendrd que el producto de 677 por
12 es 8124, y el cocjente entero de dividir este producto por-
97 es 8 luego el quebrado propuesto estd comprendtdo entre

. 6 sea entre — ; por consngulente ‘al tomar uno

2 Y2 42 3 Ly 4
de estos quebrados por el propuesto se comete un- error menor

L .
lle 7o ° . .
1 72 SN
Generalizacion de la teoria de que’ d‘ldOl,

172. Siendo el quebrado lo que resulta de medlr una canti-
dad con una unidad mayor que-ella, y expresando la relacion :
que hay entre el niimero de partes iguales en que se divide la
unidad y el que de éstas contiene la cantidad, se deduce que los.
dos términos que forman el quebrado son por su naturaleia ni-
meros enteros. Tambien hemos visto' (147) que puede conside-
- rarseal quebrado como el cociente de la division de dos nameros

enteros, cuando dicha division no se puede eféctuar exacta-
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- mente en umdades enteras, obteniéndose en este caso el quebra-
_do, dividiendo cada unidad del dividendo en tantas partes como
unidades tiene el divisor, y efectuando la division del nimero
que resulta por dicho divisor; por consiguiente tambien en este
_easo son enteros ios dos términos del- quebrado ; luego segun la
definicion de nimero quebrado y modo de obtenerlo debe estar
expresado por la relacion de dos ntimeros enteros. Sin embargo,
ge acostumbra’4 llamar en general niimero quebrado 6 fraccion
. al cqciente de dos mimeros cualesquiera, ya sean enteros, que-
brados, mixtos 6 mconmensurablea, v enténces no debemos con-
siderarle como el niimero que expresa parte 6 partes de la uni-
dad, sino como el cociente de la division indicada de dichos dos
_ nimeros. Considerando, pues, 4 las fracciones no como el nimero °
" que expresa parte 6 partés de la unidad, en cuyo caso sus dos
términos son, segun hemos visto, nimeros enteros, sino como el’
cociente indicado de dos ninseros cualesquiera, debemos justi-
ficar todas las reglas que se han dado hasta aqui, que solo son
aplicables cuando los érminos de la fraccion son nimeros en~
teros. -

173. Seala fraccwn en general 5 que podra tener sus tbr-

minos enteros, quebrados, ‘mixtos 6 inconmensurables, y por lo -
-tanto expresar cualquiera de las siguientes:

) _2_ 2:-?. ) .§. . | ®-
33 '3 _ 3 ye
LR A 33’. A5 - 1/3
b) & ' I

. ' .

Las fracciones consideradas de este modo general, no se leen
de la misma manera que aquellas cuyos términos son enteros,
sino expresando la division indicada: asi las fracciones anterio-
res cuyds términos no son enteros se leen dos tercios partido
por cuatro qumtos dos y dos tercios partido por tres y tres
cuarlos, raiz de dos partido por raiz de tres,

17k. Las alteraciones que experimenta un quebrado cual-
quiera segun, las que sufren sus términos se deducen por las que
experimenta un cociente segun las que sufren dividendo y divi-
S0r; y como ya hemos visto de un modo general (LEC. vn) cud-
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les son estas alteraciones, podremos decir que cuando se mulh—
plica 6 divide el numerador de un quebrado por un nimero.
cualqmera, el quebrado viene multzplwado 0 partido por el
mismo numero; cuando se multiplica ¢ parte el denominador
de un quebrado por . un nimero cualquiera, el quebrado viene
partido 6 multiplicado por el mismo nimero; cuando se mul-
ttplwan 6 parten los dos términos de un quebrado por un mis—-
mo nimero, el quebrado no se altera..

De estas alteraciones se deducen las reglas para ‘multiplicar 6
partir un quebrado por un ntmero cualquiera y para simplificar
los quebrados y reducirlos 4 un comun denominador, cuyas re-
" glas estdn enteramente conformes con las que hemos dado en el
* caso de ser enteros los términos del quebrado.

- Vistas ya las alteraciones que experimenta uh quebrado segun
lés que sufren sus términos, pasemos al cdlculo de las cuatro
operaciones.

475. Para sumar quebrados en general, se reducen & un co-
mun denominador, si no le tienen, se suman los numeradores y
al resultado se le  pone por denominador el denommador comun.

 Sean las fracciones que se han de sumar b d y ; I

Reduciéndolas 4 un comun denommador, se tendrd - o

‘ f__adg‘ cbg . fbd
b+d+g 'bE§+bdg+bdg

y.como el cociente de una suma es igual 4 la suma de los co-
clentes de los sumandos (88) 'y reciprocamente, se tendré

' adg by Ll _ adg+cbg+~fbd
bdg "~ bdg ~ bdg ~ bdg .

que es lo que se quema demostrar.
- 176. Anilogamente se prueba-que para restar dos fracctones
en general , se reducen & un comun denominador, se restan los
numeradores y & la resta se le pone por denominador el deno~
minador comun. _
a ¢ __ad b ad —cb
My =T W wW=w
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171. Pata multiplicar dos fracciones se multiplican I0s nu-
_meradores y su producto se parte por el de los denominadores.

Sean. las fracciones que se han de multiplicar —‘6'- Y ; Repre-

sentando por ¢ y q' los valores respectivos de cada una, se
tendrd . .
—b- = 7 =¢, de donde —b- < —‘7 = qq'.' .

De la primera ngualdad se deduce a=1bq; de la segunda
c= dq ;Y. muluphcando estas dos, tenemos la igualdad

que dividida por b y luégo por d, nos da
‘ * ac
o =49’
: a c . *
peo =gyl
¢ a c ac .
e FXTTH

que es lo que se quena demostrar.

178. Para dividir dos fracciones se multtplwa la pri
por la sequnda invertida; 6 1o que es lo mismo, el producto dal
numerador del dividendo por el denominador del divisor, par-
tido por el que resulta de multiplicar el denominador del pri-
mer quebrado por el wumerador del segundo, nos ezpresa el co-
ciente de las dos fraccwnes T

Sea la dmswn de T por — . i'epresentemos como. antes por
q y q' los valorés mpectnvos de estas fracciones, y tendremos .

a c LA q-
’T—q’d._qyb'd q"

De las primeras lgualdades se deducen las sxgmente,i

a._bq
c=dy'.
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Multiplicando la primera por d, y la segunda-por &, obten—
‘dremos

ad = bdg
ch = bdq 1)
partiendo la pnmera de estas ulumas por la segunda,'y sim-
phﬁcando, se tiene .
od _ by _ g,
. cb bdg” — ¢’
vero L —% . 8. 0
pero - op =g luego i p =,

que es lo que se queria demostrar.

1'79. Segun las definiciones que hemos dado de multiplo y
divisor de un niimero, vemos que puedeshaber multiplos y divi-
sores de fracciones: asi, el multiplo de una fraccion es lo que
resulta de multiplicar dicha fraccion por un numero entero, y
: submﬁﬁiplo 6 divisor de una fraccion es el nimero entero 0 -
fraccionario que divide exactamente 4 la fraccion dando por co-
ciente un namero entero.

La fraccion ——- 12 es tin multlplo de 423 , puesto que resnlta de

13
mnltiplicar la segunda por 6. Reciprocamente, 423

sor 6 submdltiplo de 2 » porque el cociente de dmdu' la se-'

es un divi-

gunda por la prlmera es el nimero entero 6.
 Esto supuesu) veamos las condiciones d que debe satisfacer-

m’
un quebrado irreducible - bara que divida exaotamente 6 sea

un divisot de otro tambien irreducible —%—

Si el cocnente de la division de la segunda-por la primera frac-
cion ha de ser entero, representandole por Q se tendra

a . m
DT n -bm ‘"Q‘

Siendo b prnno cona, ym con n, es necesano, para que el
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cociente () sea entero, que b y  sean respectivamente diviso- -
. o N m ..
res de n y a; por consiguiente, para que un quebrado Y divi-

da & otro, siendo dmbos irredwcibles, es necesario que su nu—
‘merador m sea un divisor del numerador del que ha de ser di-
visible, y su denominador n un miltiplo del denominador.

Y reciprocamente, para que un quebrado sea miltiplo de
olro, es necesario que su numerador lo sea del numerador del
segumdo quebrado, y que su denominador sea un divisor del de-
nominador. * .

Donde vemos que un quebrado puede tener un nimero infi-

“Yito de divisores, lo cual no se verifica en los nimeros enteros.
- Lo mismq que los nimeros enteros, pueden tener las fraccio-
‘nes miltiplog y divisores comunes; de modo que se podrd pro~
poner el problema de hallar el méximo comun divisor 6 el mi-

~ nimo comun multiplo de dos 6 més fracciones. ‘

180. Para hallar el m.c.d . de dos 6'hds fracciones, so

" Jdeterminaelm.c.d. de los numeradores yel m.c.m. de

~ los denominadores, se parte el primer wimero por el sequndo,

y la fraccion que resulte seré el m . c.d . pedido. ~

Sean las fracciones cuyo maximo corhun divisor queremos ha-
llar —ZT, % Y —cc,- Representemos por Delm. ¢.d. delos
niimeradores a, b, ¢; y-por M-el m . c.m . de los denominado- -

.res &/, ¥, ¢’; y vamos & demostrar que _ll\)T es el mdximo comun

divisor de las fracciones propuestas. ‘
La fraccion qué-ha de dividir exactamente 4 las propuestas
- ha de tener por numerador un mimero que divida 4 cada uno
de los humeradores de dichas. fraccipnes (179), y por lo tanto
ha de ser un divisor comun de todos los numeradores. El deno-
minador ha de ser multiplo de cada uno de los denominadores,
Yy por consiguiente un multiplo comun de ellos; pero de las frac-
‘ciones que cuinplen con-éstas condiciones, la mayor es la que
‘teniendo el mayor, numerador. posible, tiene menor denominador;

luego la fraccion -l% es la mayor que divide 4 las fracciones.

propuestas.
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Onsznvmmn Este problema puede tambien resolverse por
el método de las divisiones sucesivas (406 ); porque el princi-
pio en que se funda es verdadero, ya sean los niimeros enteros
6 quebrados. El tnico inconvensente que se presentard es que-
las divisiones {ue hay que practicar serdn un poco mds pesa~
das; pero reduciendo los quebrados, cuyo m . ¢ . d . queremos
hallar, & un comun deneminador, se simpliﬁcan mucho los oal-
culos, y podremos llegar con facilidad 4 obtener el resultado

pedido. "
Esempro. Sea hallar el m.c.d . de los quebrados'-%, %
__9— . - bt , ! 'S
Y ‘L ¢ . . .

_ Por el primer método se halla que el m.c.d. de los nu~
meradores es 3; el m .c.m . de los denominadores es 28; luego
3
28

Empleando el método de las divisiones sucesivas, tendremos
que hallar primeramente el m . ¢ . d . de los dos primeros que—
brados, - los cuales, reducidos 4 un comun denominador, serdn
20 2% . '
ERTE

Dmdxendo el mayor por o menor, como se ve (167 obs.),

elm.c.d. pedldo serd -

hallamos el cociente 1 y el resto --; y como.el m.c.d . del

3
28°
dividendo y divisor es igual al del divisor y resto, dividiendo

el divisor por el resto, resulta que % divide exactameme a
1IN

e luego 038 eselm.c.d. delos dos primeros quebrados
Hallando por el mismo procedumemo elm.c.d.de —E‘,—s— y

del tercer quebrado, veremos: que es tambnen luego este

3
28’
quebrado es el m . ¢ . d . de los tres propuestos.
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181. Parg hallar el minimo comun miltiplo de dos 6 mds

fracciones, se determina el m.c.m. de los numeradores, y

el m.c.d. delos denominadores, se parte el primer nimero

por el segundo, y la fraccion que resulte serd el m c.m. pe-
dido.

Sean las fraccxones cayo minimo comin muluplo queremos
hallar —- a' , :, Y5 representemos por M gl m.c.m. de
.los numeradores, b, ¢; y por D el m . c.d . de los dénomina-

dores @', b/, ¢/; y vamos & demostrar que —1]“)— es el minimo co-
mun miltiplq de las fracciones propuestas. ‘
En efecto, debiendo dividir exactamente cada una de los frac-
ciones’ propuestas & l‘a_que vamos buscando, es neceshrio (179)
que los numeradores de aquellas sean divisores del numerador
de ésta, y sus denominadores mdltiplos del denominador, y por -
- consiguiente el numerador de la fraccion:que se buscg ha de
ser miltiplo comun de todos los numeradores de las propuestas,’
y el denominador un divisor comun de los denominadores; pero
de todas las fracciones que cumplen con estas condioiones, la
menor es la que teniendo menor numerador tiene mayor deno-
minador ; luego la fraccion que tiene por denominador el m .c.d.
de los denominadores de las propuestas,.y por, numerador el
;. c.m . de los numeradores serd el m . ¢ . m . pedido.
Esempro. Sea hallar el minimo comun mdltiplo de lps que~

3 6 9
brados LR RS .

Elm.c.m. delos numeradores es 18; el m.c.d. de los
denominadores es 7; luego el m . ‘c.m. de los quebrados pro-

puestos serd -%8—
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“De las fracciones decimales..

*  LEGGION XX.

Fracciones decirfales, su numeracion. — Alteracignes que experimenta una decimal
cuando se afiaden 6 quitan ceros & su derecha, y cuando se corre la coma & dere—
cha 6 izquierda. — Adicion de fracciones decimales, — Sastraccion de fracciones
decimales. — Multiplicacion de las fracciones decimales, — Division de las fracs
ciones decimales. '

.&Fracciones decimales, su numeracion, ,

182. Hemos visto (445) que cuando se trata de medir una
cantidad ¢on una unidad mayor que ella,se divide ésta en un
cierto nimero de partes tales que una de ellas esté contenida
exactamente en la cantidad que se quiere medir, y si dicha can~
tidad eg conmensurable se obtiene un niimero quebrado que nos
representa su valor. El numero de partes en que se divide la
unidad para obtener el quebrado no tiene que satisfacer 4 mis
condicion que & Ia de estar contenida exactamente una de estas
partes en la cantidad que se mide ; pero si en vez de dividir la
unidad en un namero cualquiera de partes, 1a dividiésemos en
10, 400, 1000 ..., enténces los quebrados que nos expresan
exacta 6 aproximadamente el valor de la cantidad, toman el
nombre de quebrados 6 fracciones decimales. . .

Desde luégo se comprende que empleando la ley decimal ‘en
las divisiones y subdivisiones de la unidad, no siempre se po~
dra expresar exactamente el valor de cantidades que apreciadas
por quebrados ordinarios podria hacerse con exactitud; pero en
cambio las fracciones decimales ‘que resultan tienen la ventaja
de poderse escribir sin necesidad de denominador, y reducir su
cdleulo al e los niumeros enteros. S

183. Del mismo modo que se puede expresar el valor de una
cantldad por muy ;rande que sea, formando unidades que vayan
siendo de 10 en 4® veces mayores, podremos tambien expresar
el de otra por muy pequefia que sea, formande tambien unida-
des que, vayan siendo de 10 en 10 veces menores; de modo que
estas dos series de unidades que partiendo del mismo origen, que
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es la umdad van en sentido ascendente y descendente, forman
el sistema decimal, del cual sélo hemos explicado (LEc. 1) una
parte, que ‘es la que corresponde & los multiplos de la unidad.
Para obtener Ia correspondiente 4 los divisores, se supone la uni-

.dad dividida en 10 partes iguales llamadas décimas, cada déci-

" ma en otras 10 llamadas centésimas, cada centésima en 10 mi-
lésimas, y continuando de este modo se obtiene un ntimero inde-
finido de érdenes de unidades, que corresporiden perfectamente
4 los considerados en el sistema ascendente, y cuyos nombres
se derivan de los de 8stos con sflo terminarles en ésimas: asi la
unidad de quinto brden que es decena de millar 6 dies mil cor-
responde 4 la de quinto 6rden decimal que es dies milésima, la
unidad del orden ¢rece que es el billon corresponde 4 la unidads
del orden ¢rece decimal, que es la billonésima.

Observando que cada unidad ge un 6rden decimal se forma
de 10 del inmediato inferior, podremos escribir las fraceiones
decimales sin necesidad de ponerles denominador, haciendo uso -
del valor relativo de las cifras; asi, la primera que esté 4 la de- -
recha de las unidades expresard décimas, la segunda centési—

mas, la tercera mildsimas, y en general una’cifra cualquiera ex-
presard el érden que marque ¢l nimero de cifras que hay desde
ella hasta las unidades inclusive; por tanto, una cifra que ocupe,

"a contar desde las unidades, el lugar once 4 la derecha, ex-

~ presara diez gnil millonésimas.

En la escritura de decimales debemos distinguir dos casos:
1.°, que se den los enteros que contenga el namero, y luégo las
decimales ; 2.°, que enteros y decimales se den juntos.

A8%k. Para escnbcr numeros en los que se-dan los enteros se-
parados de las decimales, se escriben primerolos enteros, y des-
pues el mimero que expresa la parte decimal, teniendo cuidado
que lailtima’cifra ocupe el lugar que le correspondd, y de se-
parar con una coma los enteros de las decimales. .

Eiemrro 1.° Eseribir el ntmero 357 enteros, 3874 cien ms-

- lésimas. )

Como las cien milésimas ocupan el sexto lugar & contar desde
las unidades, el 4 deberd ocupar el sexto lugar; luego el nime~
ro escrito en cifra serd

357,0387%.
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Eemrro 2.° Bscribir el nmero 0 entéros, 3807 nnllonészma:

El resultado serd 0,003507.

185. Para escribir un mimero cuando el entero se da reuni-’
do con la decimal, se escribe el nimero dado como si fuese en- -
tero y se pone despues la coma de modo que la viltima cifra ocu-.
pe el lugar que le corresponda por su denominacion. - - ‘

Sea el nimero 3578 milésimas. g
- Como las milésimas han de ocupar el cuarfo lugar, se tendra
que poner la coma entre el 3 y el 5; de manera que el mimero
sera

. . 3, 5’78

Del mismo modo se vera que el nimero 8407 dzez mzléscmas
*se escribira ast :
0, 8407

Y que 327 mellonéstmas se escrnbnré del modo siguiente:
0,000327.

186. Pura leer un numero decimal, se lee primero el entero
y despues el nimero decimal como si tambien fuese entero, dén-
dole la denominacion que @ su dltima cifra corresponda.

Sea el ntmero 34,789, el cual se leera diciendo 34 enferos 789
milésimas. O si se quiere, uniendo los enteros 4 las decnmales,
se podrd leer 34785 milésimas. . co

Alteraciones que expeﬂmenu una deumnl cuando se adiaden 6 quitan
ceros & su dereoha, ¥y cuando se corre ha coma & la derecha ¢ iz-
quiérda.’ . [

187. Dependlendo' el valor relativo de las cifras del lugar que
ocupan con relacion 4 la de las unidades, una de “aquellas que
ocupe el tercer lugar, por ejemplo, siempre expresard confési-
mas, y por consiguiente su valor mo cambiard cualquiera que
sea el numero de ceros que se le ponga o quite 4 su derecha;
. es verdad que todo el niimero que exprésa la decimal se habrd
hecho 10, 100, 1000, etc. veces. mayor 6 menor poniendo 6
- quitando & su derecha uno, dos, tres, etc. ceros; pero tambien
es cierto que las unidades que representa el namero en este

.
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¢aso, ser4 el mismo nimero n de veces menor 6 mayor que las
que antes expresaba la decimal; luego una decimal no se altera
poniendo 6 quitando ceros d su derecha.

188. Si en una decimal se corre la coma & derecha 6 iz-

- quierda uno, dos, tres, etc. lugares, dicha dectmal queda mul-
tiplicada 6 partida por la unidad sequida de tantos ceros como
lugares se corrid la coma.

En efecto, al correr 1a coma 4 la derecha uno, dos, tres, etc
lugares, cada cifra pasa 4 representar un érden de unidades que
¢s tantas veces mayor como expresa la unidad seguida de tan-

.tos ceros como lugares se corrid la coma; y por el contrario,
corriéndola hécia la izquierda, cada cifra expresa un 6rden de
unidades que es tantas veces menor como indica la unidad se~
guida de tantos ceros como lugares se corrio; luego el nimero
queda multiplicado ¢ partido por la unidad seguida de uno, dos
6 mas ceros corriendo la coma 4 la derecha 6 izquierda uno,
(W 6 mas lugares; que es lo que se queria demostrar.

Adicién de fracciones decimales.

189. Escribiéndose las fraccioncs decimales lo mismo que los
numeros enteros y componiéndose cada unidad de un orden
cualquiera de diez de la inmediata inferior, podrd efectuarse la
adicion de estas fracciones lo mismo que en los nﬁmeros ente—
ros. Asi, diremos‘que

190. Para sumar fracciones decimales, se esonben los su~
mandos los unos debajo de los otros de modo que se correspon-
dan las unidades de igual drden, para lo.cual basta que las
comas estén en linea vertical, en sequida se suman como los
enteros y se pone despues la coma en el luyar correspondiente.

Supongamos- que se han de sumar los numeros 3,47; 12,7;
0,187 y 34,703.

| , 3,470

.t 12,700 :

: 0,487 .
34,703

51,060

- Despues de colocados los sumandos unos debajo-de otros de
"
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~ modo que se correspondan las comas, conviene, para evitar
equivocaciones, igualar con ceros el mimero de cifras decima-
les; en seguida sumando como enteros y colocando la coma en
su lugar, se obtiene la suma 1,060 = 54,06.

Sustraccion de las fracciones decimales,

194. Para restar decimales se escribe el minuendo y debajo
el sustraendo de modo que se correspondan las comas, se tguala
con ‘ceros el mimero de cifras decimales y se restan como entey
ros, poniendo la coma en su lugar.

Sea, por ejemplo, restar 37,43 de 57,3. Dispuesta la opera—
cion como se ve, se tendra

57,30
37,43

19,87 P

Propongdmonos, en segundo lugar, restar 423,47 de 347.

347,00
. 123,47

223,53

Vemos que siende el minuendo, en este ejelplo, un ntmero
entero, y el sastraendo entero y decimal, ha sido necesario po—
ner dos ceros en el lugar de las decimales; restando despues
como en los niimeros enteros, hemos obtenido el nimero 223,53.

Multiplicacion de las fracciones decimales.

192. En la maultiplicacion de decimales distinguiremos varios
casos : 1.°, multiplicar una decimal por la unidad seguida de
ceros ; 2.°, mulliplicar una dectmal por un mimero entefo; y
3.° multcplwar una decimal por otra.

493 Para multiplicar una decimal por la umdad sequida
de ceros, se corre la coma & la derecha tantos lugares como ce~
ros tiene la unidad.

En efecto, hemos visto (188) que corriendo la coma 4 la de-
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recha un cierto nimero de lugares, queda la decimal multipli~
cada por la unidad seguida de tantos ceros como lugares se cor-
rio la coma.

Asi, 3,k68><100= 3&6 8 y 3,2k >< 1000 —’3240

19%. Para multiplicar una decimal por un nimero entero,
se prescinde de la coma y se efectia el producto de los dos mi—
meros como st fuesen enteros ; despues se separan & la derecha
del producto tantas cifras decimales como tiene el multcphcan—
do, poniendo ceros d la izguierda si fuese necesario.

Supongamos que se trata de multiplicar 3,476 por 8% : se dis-
pondré la operacion del modo siguiente : - :

3,476
8%

13 904
278 08

291,98%

Al prescindir de la coma en e} multiplicando, le liemos mul-
tiplicado por la unidad seguida de tres ceros, y por lo tanto el
producto obtenido vendra multiplicado por el mismo numero (58);
pero al separar 4 la derecha de este producto tres cifras decima~
les, le hemos dividido por la unidad seguida de tres ceros (188);
luego el ntimero hallado 294,984 es el producto pedido.

Sea, en segundo lugar, el producto de 0,0032 por 8.
~ Efectuada la multiplicacion como si dmbos fuesen enteros, se

tiene
32

8

256

Para obtener el verdadero producto tenemos que separar 4 la
derecha cuatro cifras decimales; pero como no hay més que
trés, sera necesario poner ceros 4 la izquierda, lo que nos da el
producto 0,0266.

195. Para multiplicar una decimal por otra, se prescinde
de lgs comas y se multiplican como enteros, despues se separan
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de la derecha del producto tantas cifras decimales como hay en

ambos factores, poniendo ceros G la izquierda si fuese necesario.
Supopgamos que se trata de multiplicar 3,47 por 2,5; se dis-

pondra la operacion as: '

347
25,
TA738 ) 3,47 < 2,5 =8,675.
694
8675 .

Al suprimir la coma én dmbos factores les hemos multiplica~
do respectivamente por la unidad seguida de dos y un ceros, y
por consiguiente el producto 8675 viene multiplicado (59) por
la unidad seguida de tres ceros; luego separando 4 la derecha de
este producto tres cifras decimales, tendremos (188) el produc-
to verdadero 8,675.

Sea, en segundo lugar, el producto de 2,032 por 0,0016.

Dispuesta la operacion como anteriormente, resulta:

2032
16

- A2192 { 2,032 >< 0,0016 = 0,003251 2.
2032 :
32512

En este ejemplo vemos que debiendo separar del producto de
los dos ntimeros considerados como enteros, tantas cifras deci-
males como tienen dmbos factores, y no habiendo en dicho pro-
ducto bastantes cifras, ha sido necesario poner ceros 4 la iz-
quierda, obteniendo el resultado 0,0032512. '

196. El producto de varias fracciones decimales se obtiene,
como el de los niimeros enteros, multiplicando Ias dos primeras,
despues el producto obtenido se multiplica por la tercera, éste
por la cuarta, y asi sucesivamente hasta multiplicar por la ulti-
ma decimal; el ultimo producto hallado serd el de todas las
decimales.

Desde luégo se comprende que este producto se obtendrd mul-
liplicando las decimales como si fuesen enteros, y separando
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despues con una coma tantas cifras decimales como hay en to-
dos los factores. De donde se deduce que el resultado final siem-
pre serd el mismo, cualquiera que sea el drden en que se hayan
multiplicado dichas fracciones.

. Division de fracciones decimales.

197. En la division de decimales distingniremos varios ca-
sos: 1.°, dividir una decimal por la unidad sequida de ceros;
2.°, dividir una decimal por un nimero entero; 3.°, dividir un
entero por una dectmal ; y &.°, dividir una decimal por otra.

198. Para dividir una decimal por la unidad segquida de
ceros, se corre la coma a la izquierda tantos lugares como ce-
ros tiene la unidad.

Supongamos que se trata de dividir 345,72 por 400. Corriendo
la coma 4 la 1zqu1erda dos lugares se tendré el cociente (188):

asf, 345,72.: 100 = 3,4572.

199. Para dividir una decimal por un nigaero entero, se
prescinde de la coma en el dividendo, y.se divi%omo st fuesen
enteros; despues se separan & la derecha del cociente tantas ci-
fras decimales como hay en el dividendo, poniendo ceros & la
wzquierda s1 fuese mecesario.

Sea, por ejemplo, dividir 82,35 por 5: efectuando esta divi-
sion como si ambos fuesen enteros, se halla por cociente 1647;
luego se tendra

82,35 : 5 =16,47.

. Al prescindir de la coma en el dividendo le hemos multiplica-
do por 100, y por consiguiente el cociente que resulta viene mul-
tiplicado por el mismo ndmero (69); pero al separarle 4 la de-
recha dos cifras decimales, le hemos dividido por 100; luego
16,47 es el cociente pedido.

200. Para dividir un entero por una decimal, 6 una deci-
mal por otra, se prescinde de la coma en el divisor, se corre &
la derecha la del dividendo tantos lugares como dectmales tiene
aquel, afiadiendo ceros si fuese necesario, y queda reducida la

operacion & dividir una dcctmal por un entero, o un entero por
olro.
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En efecto, al quitar la coma en el divisor y correr la del di-
videndo tantos lugares como decimales tiene dicho divisor, he~
mos multiplicado ambo» términos por un mismo numero, y sa-
bemos (74-3.°) que esto no altera el cociente.
Sea, por ejemplo, dividir 23,468 por 12,56 : se tendra’

23,468 :12, 56 = 2346,8 : 1256

hecha la division se halla 1,8 de cociente y 86 enteros de resto.

204. Si las divisiones que se hacen con las decimales no son
exactas, el cociente que se obtiene por las reglas dadas ante-
riormente, se diferencia del verdadero en ménos de una unidad
del dltimo drden del dividendo, despues de haber corrido la co-
ma tantos lugares como decimales tiene el divisor.

En el ejemplo anterior, el cociente 1,8 se diferencia del ver-
dadero en ménos de una décima.

®  |LECCION XXI.

Reduccion de quebrados & fracciones decimales. — Reduccion de decimales
& quebrados ordinarios.

o Reduccion de quebrados A4 fracciones decimales.

202. Hemos visto (171) que para reducir un quebrado 4 otro
que tenga un denominador dado n», se multiplica el numerador
por dicho nimero %, y el cociente entero de dividir este pro-
ducto por el denominador nos expresa exacta 6 aproximadamente
el valor del quebrado en enésimas partes de 1a unidad. Aplican-
do, pues, esta regla podremos expresar exacta 6 aproximada-
mente el valor de un quebrado por una decimal, haciendo n igual
4 la unidad seguida de un cierto numero de ceros.

p

Sea la fraccion 4?)5 cuyo valor (ueremos obtener en milé-

simas.
Multiplicando 37 por 1000 y partiendo el producto por 125,

el cociente entero nos expresara el valor pedido; pero el cocien-

e de dividir 37000 por°425 és 296; luego la fraccion propues-
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ta es exaotamente igual 4 296 milésimas, 6 lo que es lo mismo 4
0,296.

Si quisiéramos expresar la fraccion T?— en centésimas, tendria-
mos que multiplicar por 100 el numerador 3, el producto 300
partirlo por 7, y el cociente seria el nimero de centésimas equi-
" valente al valor de la fraccion propuesta.

Hecha la division hallamos 42 de cociénte y 6 de resto; lne—
go la fraccion propuesta estd comprendida entre £2 y 43 centé-
stmas, y por consiguiente tomando uno de estos nimeros por el
valor de dicha fraccxon, cometemos un error Ienor que una cen-

tésima; por lo que se dlce que el valor de —+ en ménos de una

7
centésima es 0,42 6 0,43. ,
En la practica se reduce la regla anterior & la siguiente:
203. Para reducir un quebrado ordinario & decimal, se di-
vide el numerador por el denominador, y el cociente entero que
se halle sera la parte entera de la decimal ; se pone la coma en
el coctente, y en sequida por cada cifra decimal que se quiera
Jhallar se escribe un cero & la derecha del residuo anterior.

Sea ﬁ la fraccion que hemos de convertir en decimal.

Puesto que toda fraccion se puede considerar como el cocien—
te de dividir el numerador por el denominador, efectuaremos
esta division en lo que sea posible, y tendremos

2 |8
60 2,75
&0
0

EI cociente entero de dividir 22 por 8 es 2; luego 2 es la par-
te entera de la decimal que separaremos.con una coma: esta di-
vision da 6 de resto, de modo que reduciéndole & décimas, se
tendrdn 60, puesto que cada unidad tiene 10 décimas. Dividien-
do 60 por 8 tendremos 7 décimas de cociente y 4 de residuo, el
cual convertido en centésimas nos da £0. Efectuando la division
de 40 por 8 se halla el cociente exacto 5 ; luego la fraccion pro-
puesta es equivalente 4 1a decimal 2,75.
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Si no hubiésemos hallado cociente exacto, podriamos haber
obtenido tantas cifras decimales como quisiéramos, prolongan—
do esta operacion suficientemente.

Supongamos que se quiere convertir en declmal la fraccion

Aphcando 1a regla anterior, se tiene

30 . | 7
20 0,428571...
60 .
- 40
50
10
3

En este ejemplo se ve que despues de haber hallado seis ci-
fras decimales, hemos obtenido un resto igual al numerador de
la fraccion propuesta; de modo que si continudsemos la opera-
cion, iriamos obteniendo los mismos dividentos que anterior-
mente y por lo tanto las mismas cifras en el cociente, dando orf-
gen & una fraccion decimal de un nimero ilimitado de cifras, las.
cuales se repiten periddicamente de seis en seis.

204. El ejemplo anterior justifica lo que dijimos al principio
de las fracciones decimales : que no_se puede expresar siempre
en decimales el valor de cantidades conmensurables; y por con-
siguiente que no es siempre posible hallar en decimales el valor
exacto de un quebrado ordinario. En efecto, el valor del quebra-
do —gi convertido en decimal, nos da una fraccion de infinito nd-
mero de cifras, y como de éstas no podemos tomar sino un ni-
mero limjtado, de aqui que no exprese exactamente el valor del
quebrado propuesto; pero 4 medida que se tome mayor uiimero
de cifras decimales, el error que se comete va siendo cada vez
mds pequefio, y puede ser. menor que cualquier cantidad dada.
Por tanto el quebrado propuesto se puede considerar como el li-
mite hacia el cual se va aproximando la fraccion decimal & me-
dida que aumenta el nimero de sus cifras.

208. Las fracciones decimales pueden tener, segun hemos vis-
to, un nimero de cifras limitado 6 ilimitado: en el primer caso
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se llaman fracciones decimales exactas, y en el segundo inezac-
tas.

Las fracciones inexactas, 6 sean las que tienen un ndmero ili-
mitado de cifras, pueden ser de dos clases: periddicas y no pe- -
riddicas.

Fraccion periddica es aquella en la cual un cierto ndmero de
cifras llamado perfodo, se repite indefinidamente. Si el periodo
principia en Jas décimas, la fraccion se llama periddica pura; y
si principia en cualquier otra cifra, la fraccion se llama perid-
dica mizta. ‘

- Fraccion no periédica es aquella que teniendo un ndmero ili-
mitado de cifras, no se repiten periédicamente.

206. Toda fraccion trreducible cuyo denominador no con~
tiene més factores primos que el 2 y 5, 6 ano de ellos, conver-
tida en decimal, da una fraccion decimal exacta.

Sea la fraccion irreducible —Z— cuyo denominador b sblo con-

tiene los factores primos 2 y b, y que por consiguiente sera de

la forma
b=29m > bn,

Para convertir esta fraccion ordinaria en una decimal que
tenga un cierto nimero p de cifras decimales, tendremos que
multiplicar (171), el numerador a por 107 = 2r >< 87, y des—
pues hacer la division del producto a >< 107 por el denomina-
dor b; si esta division es exacta, es claro que la fraccion deci-
mal obtenida expresara el valor exacto de la fraccion propues-—
ta % | |

T.

Ahora bien, como p es'un niimero indeterminado, lo haremos

“ignal al mayor de los.exponentes del 2 65, de modo que supo-
niendo que m sea mayor que %, eR Cuyo caso sera m = n--d,
siendo d la diferencia que hay entre n y m, haremos

p=m=n+d;
y se tendra, indicando la division,

ax<10P __ ax<10m _ aXx<2mXXbm
b oM T 2m b
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simplificando ahora esta fraccion, resultard el nimero entero

a> 10r

3 =aXbHn—n=gx 54,

el cual nos expresa evidentemente que la fraccion propuesta se
ha convertido en una decimal exacta cuyo nimero de cifras de-
cimales es precisamente igual al mayor de los exponentes del
26 5.

Sea, por ejemplo, la fraccion lrreduclble 7 o cuyo denomina-

dor 40 siendo igual & 25 >< &, no contlene més factores primos
que 2y 5. El mayor de los exponentes de estos factores es 3,
por .tanto, segun lo dicho anteriormente, la fraccion propuesta
se podra convertir erf una decimal exacta que tendra tres cifras
decimales, y cuyo valor numérico en unidades del cuarto orden
decimal serd 37 >< 52 = 925.

En efecto, haciendo todos los calculos (203), se hallaré

37 .

207. Toda fraccion zrreduczble cuyo denominador contiene
factores primos diferentes de 2 y b convertida en decimal, da
una fraccion decimal periddica.

Sea la fraccion irreducible %— cuyo denominador b contiene

factores distintos de 2 y 5, y vamos & demostrar, primero que la
fraccion decimal que resulte no puede ser exacta.

En efecto, habiendo en & un factor por lo ménos diferente de
2 y 5 tal como 7, resulta que el producto @ >< 10? nunca pue-
de ser divisible por el miembro 4 (436), v-no hallando cociente
entero exacto en esta division, cualquiera que sea el valor de p,

. ;
la fraccion 3 no podra ser representada exactamente por una

fraccion decimal; luego dicha fraccion decimal sera ilimitada 6,
lo que es igual, tendrd un nimero infinito de cifras.

Probado que la fraccion decimal que resulta se compone de
un nimero infinito de cifras, pasemos & demostrar que dicha
fraccion decimal tiene que sgr periddica. -
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o Segun el procedimiento ‘que se sigue:(203) para convertir un
quebrado ordinario-en decimal, hemos de dividir el numerador
y los restos que se obtengan en las diferentes divisiones parcia-
les seguidos de un cero, por el denominador b. Ahora bien,
siendo cada cifra de la decimal el cociente entero que resulta de
dividir el resto anterior seguido de un cero por el denominador
b, y siendo ademas estas cifras un ndmero ilimitado, el mimero
de dividendos, y por consiguiente el de restos, tiene que ser ili-
mitado tacebien; pero como estos restos son siempre menores que
el divisor, cuando hayamos obtenido, 4 lo mds, tantos diferen—
tes como niimeros hay menores que el divisor, que son b — 1,
el siguiente tiene que ser necesariamente uno de los ya éncon-
trados, el cual podra ser-el primero 4 otro cualquiera.

Si es el primer resto el que se repite, poniendo 4 su derecha
un cero, nos dard un nuevo dividendo que sera el mismo- divi-
dendo que dié la primera cifra decimal, y por consiguiente con-
tinuando las operaciones iremos hallando las mismas cifras de-
cimales, las que se irdn reproduciendo en el mismo érden hasta
volver 4 encontrar otra vez el mismo primer dividendo, en cuyo
caso volverd tambien otra vez & empezar el periodo, é ird re-
pitiéndose de este modo indefinidamente, dando origen 4 una frac-
cion decimal periddica pura. .

Si no es el primer resto el que se repite y si uno de los com—
prendidos entre el primero y dltimo, tal como el cuarto, al es-
cribirle 4 su derecha un cero, para continuar la operacion, ob~
tendremos un nuevo dividendo parcial que serd exactamente
igual al cuarto dividendo ya hallado; de modo que efectuando

" esta division obtendremos el mismo cociente'y resto que dio la
cuarta; por consiguiente las cifras halladas desde la cuarta se
repetirdn en el mismo oérden é indefinidamente, dando origen &
una fraccion decimal peribdica mizta, que es lo segundo que se
debia demostrar. ’

Consecuencia. Todo quebrado ordinario convertido en deci-
mal da una fraccioh exacta o periddica. :
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Reduccion de decimales & quebrados ordinarios.

208. Reducir una decimal 4 quebrado ordinario, es hallar un
quebrado que ezpreae exacta 6 gprozimadamente el valor de la
decimal.

En la reduccion de declmales 4 quebrados consideraremos dos
casos principales : que la fraccion decimal tenga un numero li-
mitado ¢ ilimitado de cifras.

En el primer caso, podremos siempre hallar un quebrado or-
dinario equivalente & la fraccion propuesta. En el segundo, el
{uebrado ordinario que se halla, s6lo nos expresa el valor apro-
ximado de la decimal que se nos da, si no es periddica; 6 el li-
mite hécia el cual se va aproximando dicha fraccion, si es perio-
dica, 4 medida que se toma mayor nimero de ¢ifras 6 periodos,
de*modo que en rigor solo es equivalente el quebrado hallado 4
la fraccion decimal, cuando se considera un ndmero infinito de
perfodos. De aqui se deduce que siendo la fraccion que en este
tiltime caso se halla equivalente 4 la decimal periddica cuyo ni-
mero de perfodos es infinito, dicha fraccion convertida en deci-
mal volverd 4 dar 1a propuesta, por cuya razon se le da 4 aque-
lla el nombre de fraccion generatriz de ésta.

209. Para reducir una decimal exacta 6 de un mimero li-
mitado de cifras & fraccion ordinaria, se pone por denominador
al mimero que expresa la decimal, la unidad sequida de tantos
ceros como cifras decimales tiene, y el quebrado que resulta,
simplificado st es posible, expresa el valor ewacto de la fraccion .
propuesta.

Sea la fraccion decimal de un ndmero limitade de cifras

n,abed, y « el valor del quebrado ordinario equivalente 4 dlcha

decimal : de modo que tendremos
.

x =n,abcd.

Multiplicando esta igualdad por la unidad seguida de tantos
ceros como cifras decimales tiene la fraccion dada, se tendra

z >< 10000 = nabcd ; .
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d ' . nabed *
e donde se deduce z = Toooo~ Tue s lo que se queria de-
mostrar. .

240. Si la fraccion que se nos da tiene un ntimero ilimitado
de cifras, podré suceder que éstas se repitan periodicamente 6
no. En el primer caso podremos hallar la fraccion ordinaria ge-
neratriz que convertida en decimal nos da la propuesta: en el
segundo la fraccion decimal nos expresa el valor aproximado de
una cantidad inconmensurable, cuya aproximacion sera tanto
mayor cuanto mayor sea el nimero de cifras decimales que se
consideren. '

Por consigtiente, 1a fraccion ordinaria ‘equivalente 4 la deci-
mal propuesta solo expresard exactamente el valor de la canti-
dad que representa, cuando se tome un nimero infinito de oifras,
lo cual es imposible ; luego tomando de la decimal propuesta un
cierto nimero de’cifras decimales, y hallando la fraccion ordi-
naria equivalente (209), obtendremos el valor del ntimero in—
conmensurable que representa, con un errer que serd tanto més
pequeiio cuanto mayor sea el ndmero de cifras decimales que se
consideren. Asi; las fraccmnes

31 314 M 3MEB 314459
40’ 400’ .1000° 10000 > 100000’

expresan valores aproximados del mimero inconmensurable

3,1415926535897932 ...,

cuya aproximacion es tanto mayor, cuanto mayor sea el nimero
de cifras decimales que se tomen de la fraccion propuesta.

241, Si la fraccion decimal es periddica, tomando en ella un
cierto numero de cifras decimales, y convirtiendo la fraccion
que resulta en quebrado ordinario, obtendremos, como en el caso
anterior, up quebrado que expresard con tanta mayor aproxi-
macion el valor de la fraccion propuesla, cuanto mayor sea.el
namero de cifras que hayamos tomado ; pero estas decimales son
de tal naturaleza que podremos expresar su valor exacto por una
fraccion ordinaria, que como ya sabemos se llama su generatriz,

212, Para convertir el valor exacto de una fraccion deci-
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mal periddica pura, en el de-un quebrado ordinario, 6 sea para
hallar su fraccion GENERATRIZ, se pone por* denpminador-d la
diferencia de la parte entera, la cual puede ser cero, sequida
de un peﬂodo y dicha parte entera, tantos nueves como cifras
decimales tiene el pertodo; y el quebrado que resulte, simplifi-
cado si es posible, expresara el valor exacto de la fraccion
dada. : : '

Sea la fraccion decimal periodica-pura »,abc abe...: repre-
sentemos por z el valor de la fraccion ordinaria equivalente, 6
sea el valor de la fraccion generatriz, y tendremos

x == n, abc abe abe abe ...

Multiplicando esta igualdad por la unidad seguida de tantos
ceros:como cifras tiene el periodo, se tendrd la siguiente:

1000z = nabc, abc abe abe ...,

de la cual restando la primera, y observando que las partes de-
cimales son iguales, porque 4mbas se componen de un nimero
ilimitado de periodos, tendremos

9992 — nabc — n;

nabc — n
de donde T = —999——,'

que es lo que se queria demostrar.

Si solo consideramos de la fraccion propuesta un ntimero li-
mitado de periodos, el quebrado ordinario que’ se halla por el
método anterior no expresa el valor exacto de la fraccion deci-
mal, y el error cometido es tanto mds pequefio cuanto mayor es
tambien el namero de periodos que se consideran; de modo que
ni la fraccion hallada anteriormente expresara el valor exacto
de esta porcion decimal, ni la equivalente & un nimero limita—
do de periodos seré igual 4 la fraccion decimal proppesta; pero
si demostramos que la diferencia que hay entre ambas fraccio-
nes ordinarias puede ser tan pequefia como queramos, siendo el
niimero de periodos suficientemente grande, tendremos demos—
trado de otro modo que la fraccion ordinaria hallada anterior-
mente es la fraccion generatriz de la decimal propuesta.
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- Sea la misma fraccion decimal n,abc abe abc abc abe ... y M el .
valor de la fraccion ordinaria equivalente 4 una parte que con—
tiene m perfodos, de modo que se tendra

M =n,abc abc ... ade. 1 '

Sea M 1a fraccion equivalente & la decimal que contiene un
periodo més, es decir, m + 4, de maneta que se tiene -

M’ = n,abc abe ... abc abe.

Multiplicando esta igualdad por la unidad seguida de tantos
ceros como cifras tiene el penodo, y restando de la que resulte
la [4], se tendrd

1000M' — M = nabe —n; (2]

pero M’ siendo equivalente 4 la decimal que consta dem + 1
perfodos, se tiene

M’ — n,abe abe ... abe -+ 0,000 000 ... 000 abe,
6 lo que es lo mismo
M =M+ roo0m:

de modo que sustituyendo este valor de M en la 1gualdad [2), se

* tendrd

' 4000M+m%"; M =nabc — n;

quitando de dmbos miembros la fraccion bgm y haciendo la

100
reduccion, sera

999M = nabc — n abo

= 1000m }

* de donde, partiendo ‘por 999 4mbos miembros, se hallara

M nabe =~ n | abe . v
= 999 40.00"' > 999 °

Esto nos prueba que ol vedor M de um fraccion ordinaria
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. equivalente & una parte que contiene m perfodos de una decimal

o . A . nabc — n
periodica pura, es igual 4 la fraccion constante —999 mé-
abe -

nos la fraccion —oeni——oag- que va aproximindose 4 cero

4 medida que el numero m de periodos aumenta; de modo que -
cuando consideremos un nimero infinito de perfodos, el quebra-

d

0. 7000m >< 999 ooogb; 999 serd cero, y por consiguiente el valor exacto
de la decimal, es la fraccion hallada —’%})‘J‘_, .

Si en la decimal n,abc abc abe ... suponemos n = 0, la frac-
. . . o abe .,
cion generatriz se reducira & £ = oo, €s decir, 4 un quebra-

. do que tiene por numerador el periodo y por denominador un
nimero compuesto de tantos nueves como cifras tiene dicho pe-
riodo. S

213. Para convertir el valor exacto de una decimal periddi-
ca mizta en el de un quebrado ordinario, 6 sea para hallar la
fraccion 6ENERATRIZ que reducida & decimal nos da una frac-
cion periddica mizta, se forma un quebrado que tenga por nu~ .
merador el entero, que puede ser cero, sequido de la parte no
periddica y un periodo, ménos el entero y parte no periddica, y
por denominador tantos nucves como cifras tiene el periodo se-
quidos de tanfos ceros como cifras decimales tiene la parte no
periddica. '

Es decir, que la fraccion ordinaria generatriz de la decimal -
n,pqrsabe abe ... serd, representindola por z,

o= npgrsabc — npqrs
. 9990000

En efecto, siendo « el valor de la fraccion ordinaria equiva—
lente 4 la decimal periddica mixta n,pqrs abe abe abe ..., se tendréa

x = n,pgrsabe abe abe...

Multiplicando esta igualdad por la unidad seguida de tantos ce-
ros como cifras decimales_ tiene la parte no periddica, tendremos

10000z = npgrs,abe abe abe ...;
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pero segun hemos visto ya anteriormente, Nim. 242, se tiene

' npqrsabc — npqrs
999 :

npqrs,abe abe abe ..

de modo que sustitliyendo este valor en la igualdad anterior, serd

npqrsabc — npqrs

10000z == 999 ;

y dividiendo por 40000, tendremos finalmente

npqrsabc — npgrs
9990000 ’

que es lo que se queria demostrar. :
OssenvacioN. Toda fraccion decimal penodlca pura cuyo pe-
riodo es 9, es igual al entero de la declmal aumentado en- una
. umdad ’
~ Sea la fraccion n, 999 ..., la cual se podra poner bajo la forma

1,999 ... =n+0 999 =n+%—=n+ 1.
Sila fracclon es periodica mixta se tendra, llamando « al va-
lor del quebrado equivalente,

z =n,pqr999...;

multiplicando por 1a unidad seguida de tantos ceros como cifras
tiene la parte no'periodica, serd '

: 4000w=npqr,999....'=npqr+%:.—=onpqr+ 1,

de donde & = npgr+ 4 n,pqr -+ una unidad del ltimo or-

- 1000
den; luego toda fraccion decimal periédica mixta cuyo periddo
es 9, es igual & una decimal exacta cuya parte decimal es la
parte no periddica aumentada en una unidad del @ltimo érden.

214. El denominador del quebrado equivalente ¢ una deci—
mal exacta, no tiene mas factores primos que el 2 y 5, 6 uno

_de estos solamente.
) . 12
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En efecto, la fraccion equivalente 4 una decimal exacta, re-

presentdndola despues de snmphﬁcada por — B » 63 (209)

~ La fraccion i 03%% , siende igual al quebrado nrreduclblei&—,

debe tener sus términos equimiltiplos de los de ésta (187); por
. consiguiente B no puede tener mas factores de los que hay en la
unidad seguida de ceros; y como en este dltimo nimero sélo exis-
ten los factores 2 y 5, en B no pueden existir mds factores pri-
mos que el 2 y 5 6 uno de estos solamente, que es lo que se
queria demostrar. -

215. El denominador del quebrado ordinario equwalente a
una decimal periddica pura, 6 sea el denominador-de la frac-
cion generatriz de una decimal periddica pura, es primo con 40.

En efecto, representando dicha fraccion generatriz, despues

. ] .
de simplificada, por -ﬁ,—, se tendra (24 2_)

nabc—n A’
999 B

Siendo los términos de la primera fraccion equimiltiplos de los
“de la segunda, el denominador B"no puede tener factores distin-
tos de los que contiene el denominador de la primera; y como este
ntmero siempre estd formado de nueves, no puede contener nin=
guno de los factores 2 y 3: luego si el denominador de la primera:
no contiene ninguno de los factores 2 y 6, 0 es primo con 10,
un divisor suyo B’ tambien lo serd, segun queriamqs dggostrar.

216. El denominador del quebrado equivalente & una deci-
mal periddica mizta, 6 sea el denominador de la fraccion ge-
neratriz de una decimal periddica mizta, contiene los factores
primos 2 y 5, 6 por lo ménos uno de ellos elevado G una poten-
cia cuyo exponente es igual al nimero de cifras que tiené la
parte no periddica, y ademas algun otro factor distinfo.
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Sea %,, la fraccion simplificada generatriz de una decimal
periddica mixta; de modo que se tendra (213)

~ mpgrsabc — npgrs A"
9990000 — B

Ante todo debemos observar que el numerador de la primera
fraccion nunca puede terminar en ceros; porque si terminase, las
cifras ¢ y s serian iguales y el periodo no principiaria, como se
ha supuesto, en @, sino en s; luego dicho numerador no -puede
terminar en ceros. Si el numerador de la primera fraccion no
puede terminar en ceros, no contendrd & la vez & los factores 2
Y 3: todo lo més contendra 4 uno de ellos.

El denominador de la misma fraccion se compone de un cier-
to ndmero de nueves seguidos de tantos ceros como cifras no pe-
riddicas hay; luego en este denominador se hallarén los factores
2y 5 elevados 4 una potencia cuyo exponente es igual al ndme-
To de cifras que tiene la parte no periddica.

- Esto supuesto, como uno de los factores 2 6 b es primo con el
numerador, pudiendo serlo los dos, el denominador B” de la frac-
cion simplificada contendrd 4 uno de los factores 2 6 5 elevado
4 una potencia igual al ndmero de cifras que tiene la parte no
periddica; y contendrd ademas algun otro factor diferente del 2
y 8, porque sino, la fraccion decimal equivalente seria (214)
exacta, lo que es contra la hipotesis. . o
" 247. Toda fraccwn irreducible cuyo denominador no con-
‘tiene mas factores primos que el 2 y b, 6 uno de ellos, conver-
tida en decimal, da una fraccion decimal exacta. ’

Este principio, que es el reciproco del (214), se ha demos-
trado ya (206).

248. Toda frgccion ordinaria irreducible ciyo denominador
es primo con 40 convertida en decimal, da una fraccion perié-
dica pura.

" En efecto, la fraccion que se obtiene ha de ser exacta 6 perid-
dica (207, cons.): exacta no puede ser, pues para que asi su-
cediese era necesario que su denominador no tuviera mas facto-
res primos que 2 y 5 (206); luego tiene que ser periodica pura
6 mixta. Mixta no puede ser tampoco, porque la fraccion gene-
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ratriz de una decimal periodica mixta contiene necesariamente
uno de los factores 2 6 5 (215); luego la fraccion decimal que
proviene del quebrado cuyo denominador es primo con 10 es
- periodica pura ; que es lo que se queria demostrar.

219. Toda fraccion trreducible cuyo denominador contiene
uno de los factores 2 y 5, 6 los dos, y ademas otro cualquiera
diferente, reducida & decimal, da una fraccion periédica mizta
cuya parte no periddica consta de tantas cifras como unidades
tiene el mayor de los exponentes de 2 6 5.

En -efecto, 1a fraccion decimal que se halle serd periddica
pura 6 mixta (207): periddica pura no puede ser (245); luego
liene que ser periddica mixta. Ademas, el periodo debe prin—
cipiar despues de tantas cifras como unidades tiene el mayor
de los exponentes 2 6 5; porque la fraccion generairiz de una
decimal periédica mixta tiene por lo ménos uno de dichos fac-
tores elevado ‘a una potencia igual al nimero de cifras de la
parte no periodica (246), y por consiguiente si tuviera la parte
no periodica un nimero de cifras mayor 6 menor que. el mayor
de los exponentes 2 6 8, dichos factores se hallarian en la gene-
ratriz, que es la fraccion propuesta, elevados 4 una potencia ma-
yor 6 menor que aquella que se habia supuesto ; luego el perfo-
do principiara despues de tantas cifras no periddicas como uni-
dades tiene el mayor de los exponentes del 2 6 5, segun se que~
ria demostrar. :

220. De todo lo dicho anteriormente resulta: _

1.° Para que un quebrado irreducible, convertido en decimal,
de una fraccion decimal exacta, es necesario y suficiente que su
‘denominador no tenga mds factores primos que el 2 y 5.

2.° Para que un quebrado irreducible convertido en decimal
dé una fraccion decimal periddica pura, és necesario y suficien-
te que su denominador sea primo con 10. "

3.° Para que un quebrado irreducible convertido en decimal
dé ana fraccion decimal periddica mixta, es necesario y suficien-
te que su denominador, ademas de contener uno de los factores 2
0 b, 6 los dos, contenga otro factor primo distinto.

[
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LECCION XXII.

Fracciones continuas, — Regla para convertir una fraccion ordinaria en fraccion
continua. — Formacion de los reducidos de una fraccion continua.

o
Fracciones continuas,

221. Se da el nombre de fraccion continua 4 toda expresion
de la forma ' '

el
b+ —p

R oy

que se compone de un nimero envero.a, el ¢ual podra ser cero,
seguido de una fraccion que tiene por numerador la unidad y
por denominador un ntimero entero ¥ positivo b, seguido de
otra fraccion cuyo numerador es la unidad, ¥ cuyo denominador
es otro nimero entero y positivo ¢, seguido-de otra fraccion de
la misnia forma que las anteriores, y asf sucesivamente.

Los ninieros @, b, ¢, d ... se llaman cocientes wncompletos

de la fraccion continua; las cantidades a, —Z—, —1—-, -‘% ... se lla-

man fracciones integrantes.
Las expresiones
1 A 1
a, a-l-—b—', a—l—_'_—i—', a—l—————‘— .ee
b= b+ —o
¢ 1
L ¢+ d

reducidas 4 fracciones ordinatjas, 6 sean las expresiones

ab+1  (ab+A)c+a [(ab+1)c+ald_t_qbﬂ
> b bhe+1 (be +N0d +b "

se llaman reducidas 6 fracciones convergentes.

222. El objeto de las fracciones continuas es hallar por me-
dio de fracciones ordinarias irreducibles y de términos senci-
Hos, valores aproximados de cantidades conmensurables 6 in—
conmensurables.




182 " FRACCIONES

Regla para convertir una fraccion ordinaria en fracoion continua,

223. Para convertir una fraccion ordinaria en fraccion con-
tinua, se ejecutan con sus dos términos las mismas operaciones
que para hallar su mazximo comun divisor, y los cocientes que
resulten serdn los cocientes incombletos de la fraccion continua.

. . A
En efecto, sea la fraccion ordinaria Y la que queremos re-

ducir & fraccion continua. Principiaremos por hallar ‘la mayor
parte entera que dicha fraccion contiene,' para lo cual dividi-
remos A por B; y llamando a al cociente entero, y R al resto,
tendremos .

A B|R|R |R |R"
- :
! b ¢ d | e
R Rl RI/ i RI// . Rlv
que la fraccion dada se podré poner hajo la forma siguiente:
A R 1
"B—=a+ 'B—=a+ -F.
R

Hallemos la parte entera de la fraccion conocida % efectuan-.

do la division de B por R, que es la segunda empleada en el
«m.c.d.;de modo, que llamando b al cociente entero y R’ al
resto, hallaremos, como anteriormente,

B R/ i
Tt =ttty
. R
Haciendo lo mismo con la fraccion % , tendre_mos
R R” )
Tt =ty R' :
RII

De la misma manera hallaremos
R R - A R R
'B// =d + R" =d+ "R ’ 'Rm =eé+5 R'” = elc.

RIII
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Y continnado asi esta serie de operaciones, llegaremos & una
en que el resto de la division serd cero, puesto que cada uno de

- ellos es menor que el anterior por lo ménos en upa unidad.
Supongamos, para fijar las ideas, que este ltimo resto sea
Riv, es decir, que R1Y = 0; en este caso, el valor de la fraccion

propuesta se podra expresar, segun las igualdades establecidas
anteriormente, por la fraccion conlinua '

A 4
-—B—.—-a—l-
b

1
4
¢+ T
d—+ R
en la cual los cocientes incompletos a, b, ¢, d, e, son los co-
cientes que se obtienen en las divisiones que se practican para

hallar el m . ¢ . d . de los ndmeros A y B, conforme hemos di-
cho en la regla.

Esempro 1.° Sea la fiaccion % la que se Quiere convertir

en fraccion continua.
. Aplicando 4 los dos nimeros 4384 y 753 el procedimiento del

m.c.d ., hallaremos los cocientes incompletos de la fraccion
continua ; asi,

1384
634

753 | 634 | 122 | 2

17 | &
,is'

e

]5
422 24 17

'

&
110

La fraccion continua eqmvalente 4 la fraccnon propuesta serd
segun la regla,

1384 4
3 =Y ——7
A
]
5+—‘—4—
Bt

1+
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Esempro 2 Sea la fraccion propia :38 la que tratamos de

convertir en fraccion continua.
Como la parte entera de esta fraccion es cero, la fraccion con-
tinua equivalente no tendra parte entera. Asi, hallaremos

£78 | 123 | 109 | 45 |44 |3 [ 2 |4
409]3 |4.7 NEIRRE
. 15 M| 3] 2(41]0
Luego serd 428 _1
478 4
. . 3+__~"_
: oA+ 4’
7+_4—
1+
]
S+—7p
1—1——2-.

L

22%. Si es una fraccion decimal la que se quisiera conver—
tir en fraccion continua, podrd suceder que esta decimal sea
exacta, periédica pura, periédica mixta, 6 inexacta de un ni-
mero infinito de cifras. En los tres primeros casos se hallard la
fraccion ordinaria equivalente 4 la fraccion decimal propuesta,
y ‘esta fraccion ordinaria se convertira en fraccion contfnua se~
gun la regla anterior. En el cuarto caso, es decir, cuando la .
decimal no sea exacta, y por consiguiente sélo nos exprese el .
valor aproximado de upa cantidad, podremos hallar tambien en
fraccion continua este valor aproximado, segun la siguiente
regla:

225.. Para convertir una fraccion dectmal inevacta en frac-
cion continua, aumentaremos 6 disminuiremos su ultima cifra
en una unidad, sequn que la decimal esté aproximada por de-
fecto 6 por exceso, obteniendo ast dos limites que comprenden
el verdadero valor de la cantidad propuesta; reduciremos si-
multdneamente & fracciones continuas dmbos limites, y conti-
nuaremos la operacion hasta llegar & dos cocientes distintos, en
cugjo caso la fraccion conlinua que expresa el valor aprozima~
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« do de la cantidad dada, sera la que tenga por cocientes incom-
pletos los cocientes que sean comunes & ambas operaciones.

En efecto, supongamos que la cantidad X se halla compren—
dida entre otras dos A y B,y que desarrollando cada una de
estas tres cantidades en fraccion continua, hallamos los valores
siguientes:

1 1
A=a+77 a=b+'a_,) 0—|— AL
B-—a+‘ e=b+ p'—c+4—
8’ 8’ g
| . 1 1
X;a’+;, .$=b' EB—,-, w’-—C'-I-E,-, eos

Estando el valor de X comprendido entre los de A y B, y te-
niendo estas dos tultimas cantidades una misma parte entera a,
necesariamente la cantidad X tendra la misma parte entera, y

. 4
por lo tanto tendremos a’ — a; las fracciones —Y ip compren- .

derdn 4 Ia fraccion ia:’ luego el valor de z estard comprendido _

entre « y 8. Del mismo modo deduciremos que b’ =1, y que el
valor de 2’ se halla comprendido entre los valores de «’ y g, lo
cwal nos dard que ¢’ =¢, y que «” y "’ comprenden & "/, y asi
de todos los demas ; luego los cocientes incompletos que sean co-
munes 4 las dos primeras franciones continuas, perteneceran
tambien 4 la tercera.

Esemrro. Sea el nimero notable por el uso frecuente que de
él se hace en apalisis, e = 2,71828 ... el que se quiere conver-
tir en fraccion continua.

Estando aproximado el ndmero e por defecto en ménos de
una unidad del quinto 6rden, aumentaremos & su dltima cifra

" una unidad, y obtendremos por limite superior del niimero e,
la decimal 2,71829, cuyos dos limites se podran poner bajo la
. 271828 * 271829 '
100000 ¥ 100000 °
Aplicando ahora 4 estas fracciones la regla para convertirlas
en fracciones continuas, hallaremos, segun el cuadro siguiente -

forma
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de operaciones, los cocientes. incompletos comunes 4 las dos »
fracciones 2,1, 2,1, 1, IR PRP

271828100000/71828/28172 1 5484112688 2796,45045/1292/212

L O 6
74828| 28172,1558412688). 2796] 15041292 212 20

2748294 00000] 74829 28174 15487 126842803 1472 4334 34.44
" 1 S L L
71829 28474 |4 54871 2684l 2803| 1472]4331 ‘ 161 62

Luego el nimero vendra expresado aproxxmadamente por la
fraccion continua
L]
e=2,71828 ...=2+ 4——‘—
d +—F
4
2+ 7.
. t+—7
. - : 7
bt-—rp

] P
+ § + etc.
" Formacion de las reducidas de una fraccion continua.

226. Ya hemos dicho al principio de esta teoria que se lla-
" man reducidas de una fraccion continua general, cada una de

4

las expresiones a, a - —;—, 6+ —p etc., reducida 4 frac-

b+ —
+ ‘
cion ordinaria ; de donde se deduce que la primgra reducida es
1
o(1+0)r
, la segunda —— ab + , la tercera
b + -

abc+a—+c (ab+4)c+a
be+14 be+1
cualquiera se obtiene agregando al ultimo cociente mcompleto
de la reducida anterior la fraccion integrante que sigue; asi la
cuarta redacida la hallariamos poniendo en la tercera en vez del

; en general upa reducida
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" dltimo cociente incompleto ¢, la- suma de éste con la fraccion in-

tegrante que sigue; es decir, c +— d

227. Para formar una reductda cualquiera, se multcpltcan
los dos términos de la reducida anterior por el cociente incom~—
pleto correspondiente & la reducida que se quiere formar, y 6
estos productos se les agrega respectivamente los térmmos de la
reducida que esta dos lugares antes.

En efecto, la primera y segunda reducida de la fracc.on con-

: . A

tinua general, son, como hemos visto, —? y sh+1 ;‘ , las-cuales
se obtienen inmedigtamente considerando el primer cociente in-
completo dividido por la unidad, y reduciendo el ndmero mixto

a +% 4 fraccionario.
La tercera vemos que, despues de poner en vez del Gltimo
cociente b el nimero mixto b + —%-, y hechas todas las operp-

(@b+1)c+a

B , la cual se for-

ciones, se reduce a la fraccion

* ma segun la regla enunciada.
La cuarta reducida la obtendremos poniendo en la tercera, en

vez'del \iltimo cociente incompleto ¢, el numero mixto ¢ + d ;
asi, se tendrd

. (ab+1)(c+—;—)+_a

b (c + %) +1
Multiplicando los dos términos de este quebrado por d, y ha-
ciendo las reducciones, resulta

(ab+4)(cd+4)+ad —_[(ab+1)e+ald+ab—41
b(cd1)+d - (be+1)d+0b :

Donde vemos que esta cuarta reducida e forma tambien segun
la regla.
Esto supuesto, si nosotros demostramos que si una reducida
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cualquiera se forma segun la ley enunciada, la reducida siguien-
te se forma tambien segun la misma, tendremos justificada la
regla; pues verificindose para lagcuarta reducida, como acaba—
mos de vec, se verificara tambien para la quinta, y asi sueesi-
vamente.

Para esto supongamos tres reducidas consecutivas II:, , 8,

Y %, cuyos cecientes incompletos correspondientes sean p, q y

r; es decir, las mismas letras por que vienen expresadas las
fracciones, pero minusculas. Admitamos ademas que la tercer
reducida se forma segun la regla, de modo que se tenga

R Or+PyR = Q’r+P’, y por tanto

R _QOr+P
R’ T Qr4P°

-Para formar la reducida siguiente, tenemos que poner en ésta

, . | ,
en vez de r el numero mixto r -+ < de modo que se tendra

§ Q<r+%)+P |
B Q’<r+%>+_P"

Multiplicando los qos- términos de esta fraccion por s, y ha-
ciendo todas las reducciones, se hallara

S _ Ors+0Q+Ps _ (Qr+Pis+0Q
S T Qrs+Q+Ps  (Qr4P)s+Q”

y poniendo en vez de Qr + Py Q'r 4P, sus iguales R y R/,
se tendrd finalmente

§ _ Rs+0Q
. ST Rs+Q

luego esta dltima reducida se forma segun la regla, que es lo
que se queria demostrar.
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Eiemero 1. Hallar las reducidas de las fraccionescontinuas

A=4-|-‘——4
4+——-‘T
PRTRLI
i
5+
P
PR
1.

2 2541 1M 18842
Las de Aserén T T 18T =6 6551 =
87 574 +41 _ 68 684+57 329 3294468
31 31+ 6 37’ 3Tk+31 179’ 179k +37
4384
. 756
Del mismo modo hallaremos que las reducidas de B son
0o 1 1 8 9 35 B 123
T 37 K’ 317 387 136° AT1 478
Esenrero II. Sean las fracciones continups ilimitadas cuyas
reducidas queremos hallar,

1 c |
e=2—|—;—+—‘— ﬂ—3+7_-}7‘
2+l 154
f +—F f 4+ ——
4_'_4 4 . 292+etc
4+—-T
1+

L—{-—etc
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Los do o serdn 2. 3 8 M 19 87 406 139

14773 k7732739
3 22 333 385 103993

Las de = son 4, ==, 5w 1137 33102

Las segundas, que nos dan valores aproximados de =, expre—
san la relacion aproximada del didmetro 4 la circunferencia.

LEGCION XXIII.

Propiedades més importantes de las reducidas. — Modo de hallar una reducida cuyo

valor se diferencia de la'fraccion continua toﬁl en ménos de —;—

Propiedades méds importantes de las reducidas,

228. El numerador de la diferencia de dos reducidas conse-
cutivas es + 1 6 — A, sequn que aquella de la cual se resta sea
de lugar par 6 impar, considerando G cero como primera redu-
cida si la fraccion continua no tiene parte entera.

Sean o —g,— y —[—l:—,- tres reducidas consecutivas cualesquiera,

de las cuales la tercera sera (227) 8,5 1‘ 1l:r )

Restando de cada reducida la que le precede, hallaremos

Q P _OQM—PQ R _Q _ O +P 0

Q' P’ = P’Q Y Q’ Q’r—l— P’ ”Q/ -
- QQr +PQ'—QQ'r— QP — (QP —PQ) |
Q’ (Q"‘ _|_p/) Q' (Q’r+P’)

donde vemos ‘que los numeradores de estas dos diferencias son
iguales y de signo contrario; pero restando de la segunda redu-
. . ab—+1 —
cida la primera, hallaremos o+ _ 8 _ Eb—_':—i—ab =
b A b
“+1 : ) . .. .
—5 luego el numerador de la diferencia siguiente, es decir,
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el de la que resulta dé restar de la tercera la segunda serd —#1;
el de la siguiente -+ 1, y asi sucesivamente. Con lo cual queda
justificado el teorema, y por consiguiente demostrada la lgualdad

QP —PQ ==

enlacual Py P’ son los dos términos de una reducida cualquie-
ra, y Q y Q" los de la reducida siguiente; debiéndose tomar el

signo —+ si —87 es de lugar par, y el signo — si fuese de lugar

impar. .

229. Las reducidas son fraccwnes irreducibles.

En efecto, si los dos términos Q y Q' de una reducida cual-
quiera tuvieran un factor comun « distinto de la unidad, el pri-
mer miembro de la igualdad

QP — PQ = == 1

seria divisible por este factor; siendo el primer miembro divisi-
ble por «, el segundo miembro &= 1 tambien seria divisible, lo

Q

cual es absurdo ; luego los dos términos de la reducida o son

primos entre si,y por tanto dicha reducida es irreducible.

ConsecurNcias. 1. St una fraccion ordinaria reducible, se
convierte en fraccion continua, y despues se forman las redu—
cidas, la ultima sera el valor de la fraccion propuesta total-
mente simplificada.

2.* La diferenciavde dos reducidas consecutivas cualesquie=-
ra es == 1, sequn que la reductda minuendo sea de lugar par ¢
1mpar, diwidido por el producto de los denominadores de las
mismas.

~230. Las reducidas de lugar tmpar son menores que la frac-
cion continua total, y las de lugar par mayores. ¥ cuando es
limitada la fraccion continua, la tltima reducida es zgual a di-
cha fraccion.

Sean 1:,, , g, Y g tres reducidas de Ia fraccion continua ge-
neral cuyos cocientes incompletos son @, b, c..,p,q, 1, s, ¢ s
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aegun la formaclon de las reducldas se tiene ( 227) Il:' =
r
8, = I P . Si ahora representamos pory todo el resto de la frac-

cion continua & partir del cociente incompleto r, es decir, si ha-
cemos

, ]
y=r —+

] o

l 4+ ete.

y sustituimos # por yen la reduclda anterior; hallaremos la frac-
Qy+P

cion VyFo que nos expresara el valor de la fraccwn con—
tinua total, la cual podremos representar por &; de modo que se
tendra .

_ Qy+P

=y P

Sl ahora restamos de # cada una de las reducidas consecuu-
vas T Y 8, , hallaremos las dos diferencias
P _ Qy+P P P (QP' PQy +y
Q'J—FP’ P’(Q’y-I—P’) (Q/y+l)/) [2]
Q Qy+P Q —(QP'— PQ’)__ - = ’
Q/ Q/y +P/ QI Q/(Q/y +P') Q/(Q/y +P/)

donde vemos que si la reducida % es, para fijar las ideas, de

&—

lugar impar, en cuyo caso Q‘ es de luga‘l'r par, la diferencia
QP/ — P(Y es positiva, y entoncés hay que tomar los signos su-

periowes ; lo cual nos prueba que la diferencia z — T posi-

tiva,y ¢ — —87 negativa, y-por tanto Ja reducida de lugar im-

par 57 P es menor que la fraccion continua z, ¥ 8, , que-es de

Iugal par, es mayor, segun se queria demostrar.
ConsecueNciA. El valor de la fraccion continua total, esta
comprendido entre dos reducidas consecutivas.
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234. Una reducida cualqiera se aprozima mds 6 la frac-
cion continua total que la reducida anterior.

En efecto, de las igualdades [2] se deduce que la diferencia

entre el valor de la fracclon continua z y la reducida 8, ) €8
menor que la dxferencna entre la misma fraccion y la reducida
anterior —:—:7; porque prescmdnendo del signo, el valdr absoluto

de la diferencia z — % = Q’_(Q%-T—P_’)’ es menor que el de

la diferencia z — 1 W, , por ser y, numerador de

la primera dlferencxa, mayor que 4, segun indica la igualdad [4], -
Y el denominador de la misma P'(Q'y —+ P’), menor que el deno-
minador de la segunda diferencia Q’(Q’y -+ P’), pues teniendo
ambcs denominadores el factor comun Q'y + P/, el otro factor
P’ es menor que (¥, segun se deduce de su formaclon (227); lue-
g0 por esta doble razon la diferencia segunda es menor que la

Q

primera, y la reducida - (3 se aproxima mas 4 la fraccion conti-

. P . -
nua que la reducnda anterior -pr» Segun queriamos demostrar.

Consecuencia. Siendo la fraccion continua mayor que las re=
ducidas de lugar impar, y menor que las de lugar par, ¥ apro-
ximandose cada reducida 4 la fraccion continua més que la an~
terior, se sigue que las reducidas de lugar impar van aumentan-
do, y las de lugar par disminuyendo; dmbas clases van por lo
tanto convergiendo hdcia el valor de la fraecion continua total,
por cuya razon se les llama tambien 4 las reducidas fracciones
convergentes.

Modo de hallar una reducida ouyo valor se diferencie de la fraccion

continua total en ménos de —;—

232. El error que se comete tomando una reducida cualquie-
ra por el valor ds la fraccion continua.total, es menor que la

unidad dividida por el denominador de dicha reducida multi-
13
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plicado por la suma de este denominador y el de la reducida
precedente; 6 menor que la unidad dividida por el cuadrado
del denominador de la reducida que se considera; 6 por ultimo,
menor que la unidad dividida por dicho denominador multtplt-
cado por el de la reducida anterior.

En efecto, el valor absoluto de la diferencia entre una redu-
cida y la fraccion continua total  es, prescindiendo del signo,

Q_ 1 .
R A (TR Sl

pero siendo y mayor que la unidad, segun se deduce de la
igualdad [41], si la suprimimos en el denominador, es claro que
dicho denominador habrd disminuido, y por tanto el quebrado

Q'(Q—"-*'F'—)— serd mayor que £ — %,—; luego la diferencia que

bay entre 8 Y Z es menor que 0] , es decir, menor

1
@ +P)
que 13 unidad dividida por el denominador Q' de la fraccion dada
multiplicado por la suma Q'+ P’ de dicho denominador y el de
la precedente.

Si en la igualdad [3], ademas de suprimir ¥, suprimimos la

cantidad P/, la fraccion que resulta Q’Q’ —6‘,7 serd mayor

- que —,'—‘—, y con mds razon que la diferencia  — —Q,— ;
o +P) Y - 1 0

luego 1a unidad dividida por el cuadrado del denominador de la
reducida que se considera es mayor que.la diferencia entre di-
cha reducida y la fraccion comtinua total, y por consiguiente, es
un limite del error que se comete tomando la una por la otra.
Por tltimo, suprimiendo el sumando Q'y del segundo factor
que hay en el segundo mientbro de la igualdad [3], hallaremos

la fraccion T"Q'—’ que serd mayor que todos los anteriores T;,—,—,

1 S )
0O +P Y (1] (Q’y 7 Yy por tanto expresa tambien un

limite del error que se comgte al -tomar la reducida Q por el

(4

valor de 1a fraccion continua total.
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El 6rdén de aptoximacion de estos limites, es aquel en que

los hemos enunciado; y de todos ellos el que generalmenp se usa
en las apllcaclones, es el segundo.

233. Del principio anterior se deduce, que para hallar el va-

lor de una fraccion continua en ménos de una canudad , bas-

tard legar hasta una reducida’ cuyo denominador sea tgual ¢
mayor que la raiz cuadrada de 3.

Si la fraccion continua es limitada, no sélo obtendremos redu-
cidas que se diferencien de ella en ménos de una cantidad dada,
sino que podremos llegar 4 la wltima, la cual expresa el valor
exacto de dicha fraccion. Respecto 4 las fracciones continuas ili-
mitadas,uobservaremos que siempre podremos llegar & obtener
una reducida cuyo denominador sea igual 6 mayor que una can-
tidad dada § por muy grande que sea; pues segun la formacion-
de las reducidas van creciendo sus términos indefinidamente, &
medida que crece el nimero de cocientes incompletos que se
consideran. Por lo tanto siempre podremos Ilegar 4 una reduci-

da -g,— cuyo denominador ()’ sea igual 6 mayor que la raiz cua-

dradd de 3, en cuyo caso tendremos
’i VT, dedonde Q2 : 5

y dividiendo la unidad por cada una de estas cantidades, se
halla

1 =1 A
02 < 5 pero 0z > wf%ﬁ

luego | z— %,— <3
" Donde vemos que la reducida %—,— se diferenc:a de la fraccion
continua total z en una cantidad menor que la fraceion dada —‘— :

segun queriamos demostrar o T

LRI
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NUMEROS COMPLEJOS, Y- SISTEMA METRICO.

’ Nimeros complejos.

LECGGION XXIV. .

Sistema antiguo de pesas y medidas més principales de i!spam. — Reduccion de
unidades de una especie cualquiera & otras de especie superior 6 inferior.

Sistema antiguo de pesas y medidas mas principales de Espaiia.

234. Ya hemos dado medios generales (143) para apreciar
el valor de una cantidad cualquiera por medio de nimeros en-
teros y quebrados, eligiendo una cierta unidad si la cantidad
que se mide 6 aprecia es confinua, 6 tomando por unidad un ob-
jeto de los que componen una cantidad cuando es dzscontinua 0
colectiva.

Cuando s6lo se trata de establecer relaciones matematicas en-
tre cantidades, y se establecen entre los nimeros que expresan
sus valores numéricos, entonces la ele¢cion de las unidades es
completamente arbitraria, y esta arbitrariedad permite que estas
relaclones, 6 los calculos hechos con dichos valores, sean mas 6
ménos sencillos; pero si las relaciones de que hablamos son co—-
merciales, y por lo tanto han de ser sabidas por todos los hom-
bres, en ese caso es necesario convenir en las unidades que han
de servir para apreciar las cantidades, y una vez elegidas y es—
tablecidas legalmente, se les considera como patrones de los que-
se deducen todas las demas.

Desde luégo se comprende que si todas las cantldades se mi-
diesen con las unidades elegidas como patrones, los niimeros
que nos expresaran sus valores podrian ser 6 muy grandes 0
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muy pequefios, cuyos dos extremos entorpecerian los calculos &
que dichas cantidades se sometiesen, 0 no darian una idea bas-
tante clara de la cantidad que representan; por lo cual, segun
que la cantidad que se vaya & medir sea muy grande 6 muy pe-
queiia con relacion & la que se ha tomado por unidad patron,
asi se elige para apreciarla otra unidad que sea un cierto malti-
plo 6 divisor de la primera De este modo se forma un conjunto
de unidades para medir 6 apreciar convenientemente las canti-
dades, que es 4 lo que se da el nombre de sistema de pesas y
medidas; y si este sisterca estd adoptado por el gobierno de una
nacion para que sus habitantes se rijan por él, entonces dncho
sistema toma el nombre de legal.

235. Siete son las clases de unidades que se consideran para
medir las cantidades, que son : unidades de Jongitud, de super—
ficie, de volumen, de capacidad, de peso, de tiempo, y de nu-
merarto. '

236. UnipaDES DE LONGITUD. Sgn aquellas que sirven para
medir las distancias que hay de un punto 4 otro, y como éstas
se aprecian por la linea recta que los une (*), de aqui que se les
dé tambien el nombre de unidades lineales.

La unidad principal ¢ patron de estas medidas es la vama,
que es una longitud convencional que se halla en el archivo de
Birgos. La vara se divide en 3 piés; el pié.en 12 pulgadas; la
pulgada en 12 lineas, y la linea en 12 puntos.

Los multiplos de la vara, ¢ sean las unidades que sirven para
medir grandes- distancias, son: la braza, que tiene 2 varas; el
estadal, que tiene 2 brazas, v la legua 20000 piés, 6 sean
6666 2/5 vara. .o '

La legua se divide en medias leguas y cuartos de legua. La
vara se divide tambien en cuatro palmos; el palmo en 12 de-
dos, y el dedo en 9 lineas.

En marina se usan las leguas llamadas de 20 al grado, que
lienen 6646 varas; la milla, que tiene 1108 brazas; el cable, que
tiene 120 brazas, y el codo de ribera 2 piés y 9 lineas. -

(*) Para comprender bien lo relativo 4 las unidades lineales de super-
ficie y volimen, véanse las ligeras nociones de geomelna al final del
apéndice.
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UNipADES DE SUPERFICIE. Son las que sirven para medir la
extension en sus dos sentidos longitud y latitud, que es lo que
constituye la superficie. Estas unidades son los diferentes cua—
drados que tienen por lado cada una de las unidades lineales,
por cuya razon se les llama tambien unidades cuadradas .

. Las que generalmente se usan son la legua’ cuadrada, que
sirve para medir grandes extensiones. Las llamadas agrarias
pqr usarse en la medicion de los campos, que son la fanega su-
perficial 6 marco real, que liene 576 estadales cuadrados, y. que
se, divide en 412 celemines superficiales; el celemin superficial
tiene 48 estadales cuadrados; la aranzada, que tiene 400 esta-
dales cuadrados; el estadal cuadrado tiene & brazas cuadradas
0 16 varas cuadradas. Para medir cortas extensiones se usa la
vara cuadrada, qué tiene 9 piés cuadrados; el pié cuadrado, que
tiene 144 pulgadas cuadradas; la pulgada cuadrada 144 lineas
cuadradas, y la linea cuadrada, que tiene 144 puntos cuadrados.

UnipApes DE voLUMEN. Son las que sirven para medir la ex-
tension en sus tres dimensiofles longitud , latitud y- profundi-
dad, que es lo que’constituye el volumen de un cuerpo. Estas
unidades son los diferentes cubos que tienen por latos las dife-

, rentes unidades lineales, por lo que se les llama tambien unida-

- des cubicas. Las mds principales son la tonelada de arqueo,
que sirve para medir el buque de una embarcacion, y tiene 8
codos cuabicos de ribera, 1a vara cibica, que tiene 27 piés cubi-
cos; el pié cubico, que tiene 1728 pulgadas cibicas.

Mepipas pE carAcipap. Las medidas de capacidad se dividen
en dos clasgs, segun sean para medir dridos 6 liquidos. Las que
sirven para auidps son: el cakiz,; que tiene 42 fanegas; la fanega
12 celemines; el celemin & cuartillos. El patron de esta medida
es la media fanega, que se conserva en la ciudad de Avila.

Las que sirven para medir liquidos son: el moyo, que tiene
16 cantaras; la canfara 6 arroba, que tiene & cuartillas; 1a cuar-
tilla 2 azumbres; la azumbre & cuartillos; el cuartillo 4. copas.

El patron de estas medidas es 1a cdntara, y se halla en la ciu-
dad de Toledo.

El aceite se mide por unidades de capacidad que se arreglan
al peso: asf, la canfara 6 arroba de aceite se divide en 26 li-
bras, y la libra en 4 panillas.



COMPLEJOS. 199

Uninapes pE PEso. Son las que sirven para apreciar el de
los cuerpos; las mds principales son: la torelada de peso, que
tiene 20 quintales; el guinfal & arrobas; la arroba 25 libras; la
libra 16 onzas; la onza 46 adarmes; el adarme 3 m!mnes, yel
“tomin 12 granos.

La libra se divide tambien en 2 marcos 6 medias llbras‘ ¥ en
4 cuarterones.

El patron de estas medidas es el marco, eonservado en el ar-
chivo del Consejo de Castilla.

En medicina la libra tiene 42 onzas, la onza se divide en 8
dracmas, la dracmae en 3 escripulos, 'y el escrupulo en 24

- granos.

Para pesar el oro y la plata ge usa el maréo, que tiene 8 onzas,
la onza 8 ochavas, 1a ochava 6 tomines, y el tomin 42 granos.

Las piedras preciosas se aprecian por qmlates ‘el quilate se

- divide en medios, cuartos, octavos, diez y seis avos, lreinta y
dos avos, y sesenta y. cualro avos.

Uninaves oE mmwro. Son las que ﬁrven para apreciar el
que trascurre de un acontecimiento 4 otro. Las principales son
el siglo, que tiene 100 afos; el lustro tiene b aiios; el ato 12 .
meses; el mes comun 30 dias; el dia 24 horas; la kora 60 mi-
nutos; £l minuto 60 segundos, y el sequndo 60 terceros.

UnipApEs DE NUMERARIO. Son las que pertenecen al dinero,
las cuales estdn representadas por monedas de oro, plata y co-
bre. La unidad principal es el real, que se divide en 34 mara-
vedis: tambien se usa como unidad monetaria el duro, que tie-
ne 20 reales 6 680 maravedis. -

Reduccion de unidades de una especie cualquiera & otras de especie
" superior 6 inferior.

237. Para reducir un numero de unidades de una especie .
cualquiera G otra de especie inferior 6 superior, se multiplica
6 parte dicho mimero.por el que exprese. las veces que una uni-
dad de la especie dada contiene 0 estd contentda en aquella a
que se quiere reducir.

En efecto, este ploblema 1o es més que una de las aphcaclo- ‘
nes de maultiplicar 6 partir (40 y 44). Lo que podria suceder es

.
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que no se conociese el mimero de veces que una unidad contie-
ne 0 estd contenida en otra; pero sabiendo las veces que una
unidad cualquiera contiene 4 la inmediata inferior, se puede sa-
~ ber las veces que eontiene & una de especie dada; para lo que
no habré mds que reducir la unidad propuesta 4 la especie in-
ferior, el niimero que resulte reducirlo 4 1a especie siguiente, y
continuar asi hasta llegar 4 la eapecie que se nos da; el wltimo
ntimero que hallemos nos expresara las unidades que de esta es-
pecie contiene la primera.

Si tratisemos de avenguar las veces que una unidad esté
contenida en otra, no habria més que ver segun el caso anterior,
cudntas veces contiepe esta segunda & la primera, y este serd el
niimero que se pi¢ ‘&

Asi se verd que la libra contiene 16 veces & la onza,
16 >< 16 =256 al adarme, 236 >< 3 =768 al tomin, y
768 >< 2 = 9216 al grano: y que estd contenida 25 veces en
la arroba, y 100 veces en el quintal.

En las unidades de suberficie y volimen generalmente no se
" da la relacion que hay entre una unidad y la inmediata. inferior

0 superior; es necesario determmarla -segun las dos reglas si-
guientes:

238. El nimero de veces que contiene una unidad cuadrada
d ofra de especie inferior, es iqual d la sequnda potencia 6 cua-
drado del mimero de veces que la unidad lineal correspondiente
G la primera contiene ¢ la unidad lineal que corresponde a la
sequnda (*).

Supongamos un cuadrado que tenga por lado una cierta uni-
dad lineal, la cual equivale & m unidades lineales de una espe-
cie inferior. ’

* Si dividimos dos lados opuestos del cuadrado propuesto en m

partes, y unimos los puntos correspondientes, obtendremos m fa-
jas que cada una tendrd de ancho una de las m unidades linea-
les; si ahora dividimos los otros dos lados opuestos en otras m
partes y unimos los puntos correspondientes, resultara dividida
cada una de las m fajas en m cuadrados que tendrdn por lado

(*) Véasé la figura 10 que sirve para hallar los pl.és cuadrados que
tiene una vara



COMPLEJOS. 201
una de las unidades lineales inferiores; por consiguiente, si hay
comprendidas en el cuadrado grande m fajas y cada una contie—
ne m cuadrados pequeifios, el mimero de éstos que habra conte—
nidos en aquel estard expresado por m >< m =m?: luego la
unidad primera cuadrada, 0 sea el cuadrado que tiene por lado
la unidad primera, se compone de m?2 unidades cuadradas que
tienen por lado la qnidad lineal inferior; luego si una unidad li-
neal contiene m veces 4 otra unidad lineal de especie inferior,
la unidad primera cuadrada contendra 4 la segunda unidad cua-
drada el cuadrado del nimero m ; que es lo que se queria de-
mostrar.

Asi, el marco real 6 fanega superficial, que es un cuadrado
que tiene por lado 24 estadales, se compondra de 242 igual a .
24 >< 24 = 576 estadales cuadrados. El estadal cuadrado sera
igual 4 16 varas cuadradas, puesto que el -estadal lineal tiene 4
varas lineales y 42 = & >< 4 =16.

Conociendo el valor de una unidad cuadrada cualquiera en
unidades cuadradas de un dérden inferior, se podrd conocer el
valor de un nimero cualquiera », multiplicando por » el ni-
mero de veces que la mayor contiene 4 la inferior. Asi, 7 varas
cuadradas equivaldrd & 7 >< 9 =63 piés cuadrados; porque
teniendo una vara lineal 3 piés, una vara cuadrada tendrd, se-
gun lo dicho anteriormente, 9; y si una tiene 9 piés cuadrados,
7 tendrén 7 >< 9 = 63. Sin embargo, es necesario no confundir
un cierto nimero de unidades cuadradas, con el cuadrado que
tiéne por lado las mismas unidades lineales; asi, & varas cua-
dradas no es lo mismo que un estadal cuadrado, 0 sea el cua-
drado que tiene por lado 4 varas, puesto que dicho cuadrado se
compone de 42 — & >< & — 16 varas cuadradas, que es el cud-
druplo’ del nimero de varas cuadradas que se nos dio.

239. - El nimero de veces que contiene una unidad ciubica &
otra de especie inferior, es igual 4 la tercera potencia ¢ cubo
del nimero de veces que la unidad lineal correspondiente 6 la
primera contiene & la unidad lineal que corresponde 6 la se-

gunda (*). .

(‘) Véase la figura 11, que sirve para hallar los piés cibicos que uene ?Y - 5
una vara cubica. Y
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Supongamos, un cubo que tenga por lado una unidad lineal
equivalente a m unidades lineales dé especie inferior. Si divi-
dimos la altura en m partes iguales y por los puntos de di-
vision cortamos por planos al cubo dado, quedara éste dividido
en m porciones que tendran de grueso una unidad lineal de la
especie inferior: si -ahora dividimos el largo de cada una de es~
tas porciones en m partes y por los puntos de division la corta-
mos por planos, hallaremos un nuevo namero de trozos igual 4
m > m =m?2, que tendran de grueso y ancho una unidad li-
neal de la especie inferior y de largo una de las unidades dadas;
Yy por tltimo, dividiendo el largo de cada uno de estos trozos en
m partes 'y cortindoles por los pumtos de division, cada uno
quedaré dividido en m cubos que tendrin por lado una unidad
lingal de las de especie inferior, y como: el nimero de trozos es
m2, el namero de cubos serd m? >< m — m3: luego una unidad
ciibica cualquiera contiene 4 otra de un 6rden inferior un ni-
mero de veces igual 4 la tercera potencia 6 cubo del nimero de
veces que la unidad lineal correspondiente 4 la primera contiene
4 la lineal que corresponde & la segunda; que es lo que se que~
ria demostrar.

Asl, una vara cibica tiene 27 piés cublcos, un pié cubico tie-
ne 1728 pulgadas <ubicas, etc.

Exmrros. 1.° Reducir 12 arrobas & onzas.

Como la arroba contiene & la libra 25 veces y 4 la onza
25 >< 16 = 400, el nimero 412 arrobas contendra 400 >< 12 =
£800 onzas; luego 12 arrobas = 4800 onzas.

2.° Reducir 24 lineas & piés.

Como .el pié contiene & la pulgada 12 veces y & la linea
12 < 12 = A k4, el nﬁmero 2% lineas reducido A pié serd

2% ﬁ 12 _ 6 .
TR =g né

3.° Reducir 124 estadales cuadrados & piés cuadrados

Como el estadal cuadrado tiene 16 varas cuadradas y 16
multiplicado por 9 = 144 piés cuadrados, el nimero 424 esta—
dales cuadrados tendra 124 >< 144 =17856 piés cuadrados.

&:° Reducir 18 piés cibicos & pulgadas cubicas. :
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€omo un pié cubico tiene 1728 pulgadas cubicas, el nimero

48 piés clbicos tendra 1728 < 48 = 31104 pulgadas cibicds.
5.° Reducir 5484 pulgadas cuadradas & varas cuadradas.

Como la vara cuadrada tiene 9 piés cuadrados y 9 >< 144 =

1296 pulgadas cuadradas, el nimero 5484 pulgadas cuadradas

5484

7396 — & varas cuadradas.

equu'aldra a

LECCION XXV.

Reduccion de quebrados 4 nameros complejos de especie inferior 6 valuacion dg
quebrados. — Reduccion de un nimero de unidades de especie inferior 4 nimero
complejo.. — Reduccion de niimeros complejos 4 incomplejos. — Adicion de los
nameros eomplejos. — Sustraceion de los nGmeros complejos. .

Reduccion de quebrados & nimeros complejos de especie inferior
6 valuacion de quebrados.

240. Al apreciar una cantidad con una de las unidades su-
periores de las que constituyen un sistema de pesas y medidas,
puede suceder que dicha unidad no esté contenida exactamente
en la cantidad que se quiere medir, en cuyo caso el resto que
se obtiene se aprecia con unidades inferiores 4 la primera; dando
origen de este modo, & un conjunto de nimeros concretos de una
misma naturaleza, pero referidos & distintas unidades, que es
lo que se llama NUMERO COMPLEJO.

241. Para valuar quebrados 6 reducirles & complejos, se
divide el numerador por el denominador, y el cociente qug se
obtiene es. el nimero de unidades de la especie G que se refiere
el quebrado ; despues se multiplica el resto por las veces que una
unidad de las dadas contiene & la inmediata inferior, el pro-
ducto se divide por el divisdtr, y el cociente expresard las uni-
dades de especie inmediata inferior, y asi se continta hasta lle-
gar G un cociente exacto, 6 4 la infima de las especies.

Sea, por ejemplo, reducir & complejo el quebrado % vara.

Pudiendo considerar 4 este quebrado de vara como el co-
ciente de dividir 9 varas entre siete, efectuando en lo que sea
posible la division, hallaremos por cociente 4 vara, y 2 de res-
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3

to, que reducidas & piés daran 6 ; luego el quebrado 727- de vara

que se obtendria en la primera division se reduce a f— de pié,
y como este quebrado no llega 4 valer un pié, reducxendole a

* quebrado de pulgada, se tendrd el nuevo quebrado 1— de pul-

gada, que es igual 4 10 pulgadas y 7 deotra, y hallando el va-

- lor de este ultimo quebrado tenemos el resultado.
La operacion se dispone del modo siguiente :
. 9 var. |7

_ Xg A var., Q piés, \Q pul., 33/, lin. -
, 6 piés.
> 12

72 pul.
> A2

2% lin.
3

Luego de vara = 1 vara, 0 piés, 10 pulgadas, 3 5/; lin.

)

Proponﬂamonos en segundo lugar reducir & complejo el que-
brado - de fanega superficial. Dispuesta ia operacion como ar--

riba, se hene

“kfosup. |7
<12 6 cel. sup. k] est. cuad. Q var.cusd. 24/7 piéds c.

48 celem.
6 : .
< 48
288 est. cuad.
‘ .

=< 16

A6 var. cuad.
2
> 9

A8 piés cuad.
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Luego ; de fanega superficial equivalen & 6 celemines su-

perficiales, & estadales cuadrados, 2 varas cuadradas, 24,
P1és cuadrados.

Reduccion de unidades de especie inferior 4 nimeros complejos.

242. Para reducir un nimero de unidades de especie infe~
rior  complejo, se divide el nimero dado por el nimero de ve-
ces que una de las unidades que se nos dan estd contenida en la
especie inmediata superior ; el resto seran las unidades de la
especie dada, y el cociente las de especie superior. Hacvendo lo
mismo con el cociente y continuando de este modo hasta llegar
al drden superior, tendremos el nimero reducido 4-complejo.

Supongamos se quiere reducir 4 complejo el ndmero 34789
adarmes. '

Dispuesta la operacion del modo siguiente, se tendréa

34789 ads. | 16 !
7 “217% onzas. | 16
18 57 135 hibs. | 25
© 69 9% 10 libs. | 6 ar.
5 ads. 14 onzas.

Como la onza tiene 16 adarmes, cuantas veces el namero 46
esté contenido en el propuesto, tantas onzas habra ; luego divi-
diendo el nimero propuesto por 16, el cociente expresara las on-
zas que contiene aquel, y el resto serdn las unidades de la espe-
cie dada del complejo que se busca. Haciendo- lo mismo con las
demas especies, hallamos que 34789 adarmes equivalen 4 5 ar-
robas, 10 libras, 14 onzas, 5 adarmes.

Del mismo modo se verd que 3472 maravedis equivalen 4 5
duros, 2 reales, & maravedis. _ .
Sea, por tltimio, el niimero 324572 piés cuadrados el que tra-
tamos reducir 4 complejo. Recordando que-una vara cuadrada
tiene 9 piés cuadrados, que un estadal cuadrado tiene 16 varas
- ouadradas, que un celemin superficial tiene 48 estadales cua~-
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drados, y que una fanega superficial tiene 12 celemines, se
tendra .

324572 p. c.
84 _ 36063 v.c.| 16 :
057 40 2253 esf.c. | 48
32 86 333 | 46 ¢cel.s. | 12
8 p.c. 63 k5 est.c. A0cel.s.| 3 f.s.
15 v.c. .

Luego 324572 piés cuadrados equivalen & 3 fanegas super—-
ficiales, 10 celemines superficiales, &% estadales cuadrados, 15
varas cuadradas Y b piés cuadrados. ~

Reduccion de nameros complejos & incomplejos.

243. Para reducir un mimero complejo a incomplejo se mul-
tiplican lag untdades de especze superior por las veces que una
contiene a la inmediata mfenor, se agrega a este producto las
que de esta sogunda especie haya en el mimero dado, se hace lo
mismo con el nimero que resulta, y dst se continia hasta llegar
6 la dltima. E1 dltimo nimero hallado serd el incomplejo que se
busca.

Si no se quiere referir el nimero & la menor de sus especies,
se pone por denominador al nimero que resulta, el nimero de
veces que esta especie m/mor esta contenida en la que 3 quie-
re refersr.

Sea, por ejemplo, reducir el complejo 8 duros, 12 reales y 26
maravedis 4 incomplejo de reales.

Como un duro tiene 20 reales, 8 duros tendrin 8 multiplica-
do por 20, igual 160 reales; agregando los 12 que hay en el com-
plejo se obtienen 172 reales, que multiplicados por 34 marave-
dis que tiene un real y agregando al producto que se obtenga los
26 maravedis del complejo, obtendremos el valor de¢ dicho com-
plejo en upidades de 1a infima especie; pero como se quiere re~
ferir 4 la unidad real, pondremos por denominador al numeéro
hallado, los 34 maravedis que tiene un real. *
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Se dispondra la operacion del modo siguiente:

8 duros, 12 reales, 26 maravedis.

— 877k - maravedis.

5874

3 =

Luego 8 duros, A2 reales, 26 maravedis —

2?37 rs. = 472 13/, reales.

Adicion de los nimeros complejos.

2kk. Para sumar mimeros complejos, se ponen ymps debajo
de otros de modo que se correspondan las unidade na mis-
ma elpecie, se tira una raya por”debajo y se suman todos los
diferentes ordenes principiando por el menor, teniendo cuidado
de reservar de cada suma las unidades que resulten de especie
superior para unirlas G su especie, escribiendo solamente las
restantes.

Supongamos que se quiere sumar los complejos 412 duros, 48
reales, 24 maravedis; 8 duros, 12 reales, 30 maravedis; 1%
duros, 15 reales, 16 maravedis, y 18 duros, 12 reales, 20 ma-
ravedis. '

Dispuesta la operacion como sigue y efectuada la suma, se
tendrd;

A2 duros, 48.reales, 2% mrs.

8 12 30.
15 15. 16.
18 12 20

85 duros, 19 reales, 22 mrs. -
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Cuyo resultado se halla diciendo: 24 y 30 son 54, que com-
ponen un real, que se marca con un punto, y sobran 20; 20 y 46 -
son 36 maravedis, que componen un real y sobran 2; 2 y 20
son 22, que se colocan en su lagar: contando los puntos se ha-
llan dos que indican reales, los cuales unidos 4 su especie db-
tenemos del mismo modo 49 reales y 2 duros, que sumados con -
su especie dan 55. Luego la suma de los niimeros propuestos
es 85 duros, 19 reales y 22 maravedis.

Tambien se puede efectuar la suma de nimeros complejos,
reduciendo éstos 4 incomplejos de cualquiera de sus especies, y
efectuando la suma de los ndmeros concretos que resulten.

Sustraccion de los numeros complejos.

245. Para restar nimeros complejos se escribe el minuendo
y debago el sustraendo de modo que se correspondan las unida-
des de una misma especie, se tira una raya por debajo y se res-
ta de cada dérden del minuendo su correspondiente del sustraen—
do principiando por la derecha. Si de alguna especie del mi~
nuendo puede restar su correspondwnte del sustraendo, se
toma und™Mmidad del drden superior y se descompone en mini—
dades de la especie que nos hace falta, teniendo cuidado de con-
siderar con una unidad ménos aquella de la cual se tomd.

Esempros. 4.° 43 duros, 45 reales, 2% myrs.
—12 8 16

= 1 duros, 7 reales, 8 mrs.

2.° Restar de 42 varas, 4 pié, 2 pulgadas, el nliimero 8 va-
ras, 2 pids, 8 pulgadas y 10 lineas.
Se tendra

A2 varas, A pié, 2 pulgadas
—8 2 8 10lin.

= 3 varas, | pié, b pulgadas, 2 lin.,
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3.° De 38 arrobas, queremos restar el nimero complejo 42
.arrobas, 45 libras, 12 onzas.

Tgndremos
: 38 arrobas
— 12 arrobas, 15 libras, 12 onzas.

= 25 arrobas, 9 libras, & onzas.

En este 1iltimo ejemplo, como el minuendo no contiene mas que
arrobas y el sustraendo tiene ademas libras, y onzas, hemos teni-
do°que descomponer mentalmente una arroba de las 38, en 25
libras; de las que se han déjado 24 en su lugar y la restante se
ha reducido & onzas, de las cuales hemos restado 12, obteniendo
& de resta. Restando 15 libras de las 2% que dejamos en su lu-
gar, hallamos la resta 9; y por dltimo, restando 42 arrobas de
las 37 que quedaron, se ‘obtiene el resultado final 25 arrobas,
9 libras y & onzas.

Tambien se pueden restar los nimeros complejos, reduciéndo-
les 4 incomplejos de una misma espécie, y efectuando la resta
de los ntimeros concretos que resulten.

LECCION XXVI.

Multiplicacion de niimeros complejos. — Division de néimeros eomplejos.

Multiplicacion de numeros complejos.

246. La multiplicacion de nimeros complejos puede consi-
derarse como el resultado de la resolucion de un problema que
generalmente tiene por objeto hallar el valor de varias unidades
de una misma nataraleza, conociendo el de una de ellas. Por con-
siguiemte queda reducido & hallar un -nimero que sea respecto
del multiplicando lo que el multiplicador es de la unidad cuyo
valor se conoce.

La multiplicacion de complejos puede efectuarse de dos modos:
0 convirtiendo los complejos en incomplejos, y queda reducido

4 multiplicar dos niimeros concretos (36), 6 efectuando la mul-.
o 14
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tiplicacion directamente por el métode llamado de las partes ali-
cuolas.

Enla multlphcaclon de complejos distinguiremos varios caos:
1.°, multiplicar un complejo por un incomplejo de la especie de
unidades cuyo valor se conoce; 2.°, multiplicar un complejo por
un incomplejo de especie superior que aquella euyo valor se co-
~ noce; 3.°, multiplicar un complejo por un incomplejo de especie

inferior que aquella cuyo valor se conoce; £.°, multiplicar un
complejo por otro.

PriMER caso. Para mulliplicar un mimero complejo por us
sncomplejo de la especie cuyo valor se conoce, se multiplican to-
dos los drdenes del complejo por el tncomplejo, principiando
por el inferior, y si alyuno de estos productos componen algu-
na unidad del drden superior, se agrega al de su especie.

En efecto, el problema que generalmente se resuelve en este
caso, es, dado el valor de una unidad, hallar el de varias; de modo
que repitiendo el valor de una tantas veces como unidades se
nos dan, tendremos lo que se pide; y como para multiplicar una
suma por un namero se multiplican por dicho nimero todos los
sumandos (52), se sigue que el nimero obtenido segun la regla
serd el verdadero.

Sea, por ejemplo, hallar el valor de 2% arrobas, sabiendo que
una vale 412 duros, 8 reales, 12 maravedis.

Dispuesta la operacion como sigue, se tendra

42x duros, 8 reales, 42 maravedis.

> 2k R
10 8 i8
A8 192 2% -
2% 20020 288[3_&_

- 40 . 16 8
298 duros, 0 reales, 16 maravedis.

El producto de 42 maravedls por 24 es 288 maravedis que
componen 8 reales y 16 maravedis; éstos se escriben en su lu~
gar, y los 8 reales se unen con el producto de 8 reales por 2§, lo
que da 200 reales, que componen 10 duros, los cuales unides al
producto de 412 por 24 dan por resultado 298 duros.
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SeGUNDO €As0. Para multiplicar un compleso por un. tncom-
Pplejo de especie superior que aquella cuyo valor se conoce, se re-
duce el multiplicador 6 la especie de wnidades cuyo valor es co-
nocido, y se halla el producto como en el caso anterior.

Sea, por ejemplo, hallar el valor de 6 quinfales, sabiendo que
la arroba cuesta 12 duros, 8 reales, 12 maravedis.

Como 6 quintales equivalen 4 24 arrobas, queda reducido &
multiplicar 12 duros, 8 reales y 22 maravedis por 2k arrobas,
cuyo producto hemos v1sto que es 298 duros, 0 reales 16 ma-
ravedis.

TeRrcER Caso. Para mulhphcar un complejo por un incom~
plejo de especie inferior que aquella cuyo ealor se conoce, se
descompone el multiplicador en partes alicuotas de la unidad

. cuyo valor es conocido, y hallanda estas partes alicuotas del
multiplicando, su suma serd el producto.

» - Eiempro. Siuna vara euesta 8 duros, 6 reales, 24 marave-
dis, cudnto costardn 7 pulgadas?

Dispondrernos la operacion del mrodo siguiente: -

8 duros, 6 reales, 2% mrs.

< 7 pulgadas. .
Valor de 6 pulgadas. A duro, T reales, 26 %/5 mrs.
Id. det 1d. - & 24 4/

Valor de 7 pulgadas. A duro, A2 reales, 1k 1fy mrs.

Como 7 pulgadas no es parte alicuota de la vara, que tiene 36
pulgadas, le descomponemos en 6 +-4; y como 6 pulgadas es la
sexta parte de la vara, tomando la sexta parte del multiplicando
tendremos el valor de 6 pulgadas ; tomando en seguida la sexta

parte del resultado, hallaremos el valor de una pulgada, y su-
mando los dos niimeros se tiene lo que se pide.

Cuanto caso. Para multiplicar un complejo por olro, se re-
ducen las unidades superiores que aquella cuyo valor se conoce -
dGesta especie, y se efectia el producto del multiplicando por
el wimero que resulta; despues se toma del multiplicando las™
partes alicuotas de la unidad principal que nos indiguen las de-
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mas espectes del multt'plicador, y la suma de todos estos produc-
tos parciales serd el resultado pedido, .
-Sea, por ejemplo, hallar el valor de 3 quintales, 2 arrobas, 8
libras, 42 onzas, costando la arroba 12 duros, 8 reales, 18 ma-
ravedis.
Reducidos los quintales 4 la especle arrobas, se tiene

12 dur., 8 rs., 48 mrs.
'y arbs, 8 Ulib., 12 onz.

Valor de 1% arrobas. . . . . 473 dur., 19.rs., Ak mrs.
U . ... 2 9 2%.
Id de 8 lb. A Iib 0 9. 32.
FUb.{4 » 0 9 32.
i » 0 9. 32
8onz. . . .. 0 & 33.
ld.ded2ons.}y T 1T 2 461

~ Valor pedido. . . 478 dur., 6 rs., 43 1, ms. °

Aplicando 4 este ejemplo el método de reduccion & 1nwmple-
jos, se tendrd (243)

A2 duros, 8 reales, 18 maravedis — 8450 maravedis.
., . ' 8740 874 287
3 quint., 2 qr., 8 lth., 12 onz. = 500 — k0 — 20

de modo que multiplicando 8450 maravedis por —228;07 arrobas,

tendremos
287 __ 8kBO><28Tmrs. _ 24281150 mrs. _

20 20 - 20

242515 mrs.
2

y reduciendo 4 complejo este nimero de maravedis, se tendra
el nimero 178 duros, 6 reales, 13 1/, maravedis, que es el pro-
ducto pedido.

850 mrs. <

Division de eomi:lejol.

247. En la division de complejos distinguiremos dos casos

principales : que los complejss sean de una misma naturaleza, 0
de naturaleza distinta. .
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PrivER caso. Para dividir un complejo por otro de la mis-
ma naturaleza, se reducen ambos & incomplejos de una misma
espeoie, y se dividen como nimeros abstractos. ‘

Esemrro. Si con 8 duros, 12 reales y 25 maravedis se com-
pra una arroba; con 37 duros, 8 reales, 15 maravedis, ; cudn-
tas se comprarén"

Reduciendo 4mbos complejos 4 mcomple]os de maravedi, so
halla , :
' 8 dur., A2 rs., 2k mrs. == 5872 mrs.
37 dur., 8rs., A5 mrs, = BELT mrs.

Costando tna arroba 5872 maravedis, con. 25447 se podrin
comprar tantas, cuantas veces el valor de una esté contenido en
el segundo nimero; luego efectuando la division y valuando el
resto en complejo de arroba, se tendra ‘

WEET arbs. | 5872
1959 korbs. g lib. B onz. 735 a4
<285 ’ ’ ’ 367

9795
3918

48970 lib.
. 1999
T ox16

11994
1999

3198k onz.
2624
=46

15744
2624

41984 ad.
880

248. Para dividir un complejo por otro de distinta natura-
leza se reducen el primero ¢ sncompleyo de cualfuiera de sus -
especies, y el sequndo, que es el divisor, & incomplejo de la espe-
cie de unidad cuyo valor se quiere hallar ; el cociente de estos
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dos niineros expresard el valor pedido en unidades de la espe-
cie & que se redujo el dividendo.

Eiempro. Se quiere saber el valor de una arroba en: el sa—
puesto de que 1% arrobas, 8 libras y 42 onzas han cestado 178
duros; 9 reales, 14 1/, maravedis.

Reduciendo el dividendo 4 la especie de maravedz, yel dm—
sor 4 la especie de arroba, que es la unidad cuyo valor se quiere
hallar, tendremos

478 duros, 6 reales, 13 1, mrs. = 2422545 maravedss.
. B0 987
Ak arrobas, 8 libras, 12 onzas = 500" =90 arrobas.

Dividiendo el primer niimero por el segundo, tendremos el
valor de una arroba expresado en maravedis: asi,

U215 28T 242515520 _ 2425150
2 0T ax W

= 8450 mrs.;

y reduciendo el m’xmero 8450 maravedis a complejo, hallare-
" mos (242) para valor de Ia arroba el nimero 412 duros, 8 rea-
les, 18 maravedis.

Tambien podria efectuarse dlrectamente la division de comple-
jos; pero los calculos serian en general sumamente pesados, pir
lo que rara vez se praclica de este modo.

Sistema Métrico.

LEGCION XXVIL.

Unidades principales del sistema métrico ; sus miltiplos y divisores.
Unidades principales del sisma métrico; sus mﬁltiplol y divisores.

‘249. SisTEMA METRICO es el conjunto de unidades que tenien-
do por base ‘el*metro, que és una longitud igual & 1a diezmilloné-
sima parte dél cuarto del meridiano terrestre que pasa por Pa-
ris, sirve para apreciar y medir las cantidades. '
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- Se le llama. tambien dectmal, porque los miltiplos y divisores
de las unidades principales se forman multiplicando 6 partiendo
éstas por la unidad seguida de uno, dos 6 rads ceros.

Siete son tambien, como en el sistema antiguo, las diferentes

*clases de unidades del sistema legal métrico.

Unidades de longitud, de superﬁcw, de volumen, de capaci-
dad, de peso, de tiempo y de numerario.

La unidad principal en las medidas lineales 0 de longitud es
el METRO, que como ya hemos dicho es l1a diezmillonéstma parte .
del cuarto del meridiano terrestre que pasa por Paris (*).

La unidad principal de superficie es el Area, que es un cua-
drado que tiene por lado diez metros. Tambien suele tomarse
por unidad principal de superficies el mefro cuadrado, en cuyo
caso sus multiples y divisores son los diferentes cuadrados que
tienen por lado las diferentes unidades hnea]es de que hablare-
mos més adelante.

La unidad principal de voltumen es el MeTRO CUBICO.

La unidad principal de capacidad es el LiTRO, que €s una me-
dida cibica ¢ cilindrica cuya capacidad es de un volimen igual
4 un cubo que tiene por lado la décima parte del metro.

La unidad principal de peso, es el éramo, que es el peso en el
vacfo del agua destilada & la temperatura de 4 grados del ter-
moémetro centigrado, que cabe en un vaso cubico cuyas dimen—
siones interiores son la centésima parte de un metro.

« Las unidades de tiempo son las mismas que ya hemos explica-
do en el sistema antiguo de pesas y medidas (236)

La unidad principal monetaria 6 de numerario es el scupo,
que tiene 40 reales. ¢

250. Los mltiplos de una unidad principal, & excepcion del
escudo y unidades de tiempo, se expresan anteponiendo al nom-
bre de la unidad principal correspondiente, cada una de Jas si- -
guientes palabras griegas: DECA, HECTO, KILO, MIRIA, que equiva~
len respectivamente a diez, ciento, mil, diez mil unidades prin-
cipales.

Los divisores se expresan anteponiendo é la unidad principal

(*) Para comprender bien las medidas de longnud superficie y vold-
men, véanse las ligeras nociones de geomelria, al final del apéndice.
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las palabras latinas DECI, CENTL, MILI, que equivalen respectiva-
mente 4 la décima, centésima, milésima parte de la unidad prin-
cipal.

Unipapes pE LoNgiTup. Las unidades 6 medidas de longitud
son el METRO y sus multiplos y divisores. :
Los multiplos del metro son:

El pECAMETRO =— 10 m.

El BECTOMETRO == 10 Dm. = 400 m.

- El kiL0MeTRO = 410 Hm. =100 Dm. == 1000 m.

El mintiMeTRO =140 Km.=100 Hm.=1000 Dm.=40 000m. '
Los divisores del metro son:

El pEciMETRO = 0,4 M.

El centiMeTRO = 0,4 dm. = 0,01 m.

El mivimirro = 0,1 ¢m. = 0,04 dm. = 0,004 m.

-El ktlometro y miriametro sirven para medir grandes distan-
cias, y reemplazan 4 las leguas y millas del sistema antiguo; el
melro reemplaza 4 la vara,

Unipanes pE superricie. Las unidades 6 medidas desuperficie
son los diferentes cuadrados que tienen por lado las diferentes
unidades lineales.

La unidad fundamental cs el METRO CUADRADO.

Los miltiplos del metro cuadrado son:

El pEcAMETRO CUADRADO = 4100 m2,

El mecTOMETRO CUADRADO = 400 Dm2. = 10000 m2.

El x11.0METRO CUADRADO == 400 Hm2. = 410000 Dm2.

El MiriAMETRO cUADRADO = 400 Km2. =10 000 Hm2.

Los divisores del metro cuadrado son:

El pEciMETRO cUADRADO = 0,04 m2.

El CENTIMETRO CUADRADO = 0,01 dm2. =0, 0004 m2

El MiLiMETRO CUADRADO = 0,01 ¢m2. == 0,0004 dm?. -

Las unidades métricas cuadradas siguen la misma relacion
que las del sistema antiguo; es decir, que una cualquiera con-
tiene 4 otra de especie inferior un nimero de veces igual al cua-

. drado del nimero de veces que la unidad lineal correspondiente
4 la primera contiene 4 1a lineal correspondiente 4 la segunda.

Las medidas de superficie llamadas agrarias son las que se
emplean en la medicion de los campos, las cuales son el drea,
que es un decametro cuadrado, 6 sea un cuadrado que tiene por.
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lado un decdmetro, y que por consiguiente equivale (238) & 400

melros cuadrados.

Usanse ademas un mltiplo y un divisor del drea, que son la
hectarea y la centiarea.

La mecrAReA equivale & 4100 dreas 6 sean 10 000 m2.

Y la ceNTIAREA equivale & 0,01 de drea, 6 sea & un metro
cuadrado.

Es necesario no confundir un decdmetro cuadrado con diez
metros cuadrados, pues un decidmetro cuadrado expresa un cua-
drado que tiene por lado diez metros, y que por consiguiente
equivale 4 100 metros cuadrados, nimero diez veces mayor
que diez metros cuadrados. Del mismo modo no se debe confun—
dir un decimetro, centimetro, etc. cuadrados con un décimo,
céntimo, etc. de metro cuadrado, porque son cosas muy dife~
rentes.

Unmapes pE voLOMEN. Las upidades 6 medidas de voltimen
son los diferentes cubos que tienen por lado las diferentes uni-
dades lineales. .

La unidad fundamental es el Mefro ciBico, que es un cubo que
tiene por lado un metro.

Los miltiplos del metro cibico son:
El pecAMETRO CUBICO = 1000 M3,
El mEcTOMETRO CUBICO = 1000 Dm3. = 1000 000 m3.
El xiLoMETRO CUBICO = 1000 Hm3. == 4000000 Dm3.

Los divisores del metro ctibico son : '
El pECiMETRO cUBICO = 0,004 m3.

El centiMeTRO CUBICO == 0,001 dm3. = 0,000 001 m3.

El MiLiMeTRO COBICO == 0,004 ¢m3. = 0,000 004 dm3.

Lo mismo que en el sistema antiguo, se verifica que una uni-
dad cibica cualquiera contiene 4 otra de especie inferior un mi-
mero de veces igual al cubo del niimero de veces que la unidad
lineal correspondnente 4 la primera contiene 4 la lmeal COrTes-—
pondiente & la segunda (239).

Tampoco hay que confundir un decdmetro cibico, por ejemplo,
con diez metros cubicos; ni un decimetro cibico con un décimo
de metro cabico, pues son cosas muy distintas.

- El metro cubico se suele llamar EstEmio, y de esta unidad como
principal se cohsideran un multiplo y un divisor, que son el b~

»
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CASTERIO = 10 estérios; y el DECISTERIO, igual 4 la décima parte
de un estério.

Tambien se usan el medto decastério-y.el doble estério.

UNIDADES DE CAPACIDAD. Sirven para medir los dmlos y Ugqw-
~ dos. La unidad principa! es el LITRO.
Sus multiplos son:

El peciLitRo =10 1.

El HECTOLITRO =10 DI. =100 .

El xiLérirro =10 Hl. =100 DI = 1000 {.
Los divisores del litro son:
. El pEcitiTRo = 0,4 1.

El centiLrmro = 0,4 dl. = 0,04 1. ~ :

‘El litro y decalitro reemplazan al cuartillo y cantara.

El hectolitro 4 1a fanega. L

"Como las medidas de capacidad aprecian el volimen de lam ma-
teria que contienen, hay una relacion entre ellas y las unidades
de voltmen: asi,

El kilélitro = 4000 . equivale & un metro cibico.

El hectdlitro = 100 1. equivale & un décimo de metro ci-
bico. -

El decalitro =10 1. eqmvale 4 un céntimo de metro cubico.

El litro =1 L. eqmvale 4 un decimetro cubico.

El decilitro = 0,4 1. & un décimo de decimetro cubico.

El centilitro= 0,01 {. equivale 4 un céntimo de decimetro.

El mililitro = 0,001 1. equivale 4 un centimetro cubico.

UnipapEs DE PES0. Sirven para apreciar el dé los cuerpos.

*La unidad principal de peso es el ¢ramo, que es 1o que pesa en

el vacio un centimelro cubico de agua destilada 4 la temperatu—
ra de 4 grados centigrades.
Los miltiplos del gramo son:

El pEcAcraM0 =40 g.

El EcTOGRAMO =10 Dg. = 100 g.

El xiLoGrAMO = 10 Hg.=100 Dg. = 1000 ¢.
- El mirihgramo =10 Kg.=400 Hg. = 1000 Dg.=40000 g.
Los divisores del gramo son:

El pecieramo = 0,4 g.

El centigramo = 0,4 dg. = 0,01 g.

El mivicramo = 0,4 cg. = 0,01 dg. = 0,004 g.
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El MiriAGRrAMO rara vez se usa:se expresa siempre por dzez
kilégramos.

Hay ademas otros dos multiples, que son: el Juintal métrico
igual 4 100 Kyg., v la tonelada de peso =1000 Ky.

La unidad usual en el comercio es el ktldgramo.

Unipapes DE TIEMPO. Son las que sirven para apreciar el que
trascurre de un acontecimiento & otro, y son las consideradas en
el sistema antiguo (236).

UNIDADES DE NUMERARIO. Son las Jue pertenecen al dinero, y
sirven para valorar las cosas. La unidad principal es el Escupo,
que equivale & 10 reales. Tambien se usa como unidades prin-
cipales el real y el duro 6 peso fuerte, que tiene 2 escudos, 6
sean 20 reales.

Las monedas que se acufian desde que rige la ley de 26 de
Junio de 1864, publicada en la Gaceta del 28 del mismo mes y
aiio, son: ,

Monepas pE oro. El doblon de Isabel, que vale 10 escudos, 6
sean 100 reales. El doblon de cuatro escudos, que equivale & 40
reales. El doblon de dos escudos, 6 sea de 20 reales.

Monepas E pLATA. El duro o peso fuerte, que tiene 2 escu~
dos, 6 sean'20 reales. El*escudo, unidad principal, que equivale
4 10 reales. La peseta, que equivale 4 £0 céntimos de escudo, 6
sea 4 reales. La media peseta, que equivale & 20 céntimos de es-
cudo, 6 sean 2 reales. El real, que equlvale 4 10 céntimos de
escudo. .

MonEDAS DE BRONCE. EI medio real, que equivale 4 5 céntimos
de escudo. El cuartiilo, que equivale & 25 milésimas de escudo.
La décima, que eqtiivale 4 4 céntimo de escudo, La media déci-
ma, que equivale 4 5 milésimas de escudo. ‘

Ademas de estas monedas, hay de las acufiadas anteriormente:

DE oro. La onza, que tiene 16 duros, 6 sean 32 escudos, 6 320
reales. )

La media onza, que tiene 8 duros, 6 sean 16 escudos, 6 160
reales. El doblon ochentin, que equivale & & duros 6 sean 8 es-
cudos, 6 bien 80 reales. El escudo de 2 duros, que equivale 4 4
escudos, 0 sean 40 reales. El escudito d¢ 1 duro, 6 sean 2 es—
cudos, 6 20 reales. La coronilla d&premlo, que tiene 241 reales
y cuartillo. : .
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DE pLatA. El duro mejicano de 21 reales y cuartillo. La pe-
seta columnaria de 50 céntimos de escudo, 0 sean 5 reales. La
media peseta cdlumnaria, que equivale 4 23 céntimos de escudo,
0 sean 2 1/, reales. El real columnario, que equivale 4 425 mi~
1ésimas de escudo, ¢ sea 4 real y cuartillo.

Dk cosre. La pieza de dos cuartos, que equivale & 8 marave-
dis; el cuarto, 4 & maravedis; el ochavo, 2 2 maravedis; el ma-
ravedi, moneda que ya no existe y equwale pr(mmamente a3
céntimos de real.

LECCION XXVIIl.

Reduccion de unidades de una especie cnalquiéra & otras de especie inferior 6 supe—
rior. — Reduocion de nimeros métricos complejos & incomplejos. — Reduceion de
nimeros métricos incomplejos 4 complejos. — Calculo de las cuatro openelones fun-
damentales con niimeros métricos. ¢

Reducoion de unidades de una especie .cualquiera & otras
de especie inferior 6 superior.

254. Para reducir un nimero de untdades de una especie
cualquiera & otras de especie inferior 6 superior, se multiplica
6 parte dicho nimero por la unidad sequida de tantas veces un
cero, dos 6 tres, como drdenes de unidades hay entre la especie -
a que estd referido el nimero y aquella que se quiere referir
inclusive, sequn que el mimero sea de unidades de longitud , ca-
pacidad 6 peso, de unidades cuadradas, 6 de voliimen.

En efecto, este problema no es mds que una de las aplicacio-
nes de la multiplicacion ¢ division (40 y 41).

. Esempros. 4.° Reducir el numero 387,346 Km. & metros.

Del kilémetro al metro inclusive hay ¢res ordenes de unidades;
luego habra que multiplicar por la unidad seguida de ¢res ceros,
6 lo que es lo mismo (193) correr la coma tres lugares 4 la de-
recha. De modo que

387,346 Km. = 387346 metros.

2.° Reducir 4 gramos el niimero 346 hectdgramos.
Como del hectdgramo al gramo inclusive hay dos érdenes de
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unidades, se tiene que muuxphcar por la unidad seguida de dos
ceros, lo cual dard

346 Hy. = 34600 gramos.

3.° Reducir 4 decalitros 385,347 K.
Multiplicando por la unidad seguida de dos ceros, se tendrd

‘ . 385,347 KI. = 38534,7 DI.

-£.° Reducir & quintales métricos el nGmero 3475432 gramos.

Del gramo al quintal métrico inclusive hay cinco érdenes de
unidades ; luego tendremos que dividir el namero por la unidad
seguida de cinco ceros, lo que da

3475432 g. = 34,75432 Qm.

5.° Reducir 4 kilometros cuadrados el nimero 354705 metros
cuadrados. '

Como los 6rdenes de unidades que hay entre el metro y el ki-
l6metro son tres, tendremos que dividir el numero por la unidad
seguida de sets ceros: asi

34705 m2. = 0,034705 Km?2.

6.° Reducir 33 metros cibicos & centimetros cubicos.

Se tendrd que multiplicar el ntmero 33 por la unidad segui-
da de sets ceros, porque cada unidad cdbica del sistema métrico
equivale 4 1000 de la especie mferlor y 4 1000000 de la si-
guiente : luego

33 m3. = 33000000 centimetros cubicos.

Reduccion de niimeros métricos complejos & incomplejos.

252. Para reducir nimeros métricos complejos a incomple~
jos de cualquiera de sus especies, se reducen primero las unida-
des de especie superior a la tnmediata inferior, y se agregan al
niimero que se obtiene las unidades que haya de esta especie. Se
hace lo mismo con el nimero que resulla, y ast se continia hasta
lleyar 6 la ultima especie. El ultimo nimero hallado equivale
al numero complejo reducido & la inﬁma de sus especies. St no
es & la infima & la que se quiere referir, entinces se reduce el re-
sultado G la especie que se quiera (284).
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Esta regla queda reducida en la practica a colocar los diferen-
tes ordenes de unidades del complejo unos a continuacion de otros,
teniendo cuidado que entre cada dos consecutivos haya siempre
un numero de cifras igual al namero de érdenes que hay entre
el superior y el inferior inclusive, si el namero es lineal de ca-
_pacidad 6 peso, y un nimero de cifras doble 6 triple del dicho
anteriormente, si las unidades son cuadradas 6 de volamen. «

Eemeros. 4.° Reducir 4 kildmelros el nimero complejo
38 Mm. 15 Dm. 6m. 8cm. -

Reduciendo el complejo primeramente & incomplejo de la infi-
" ma especie, se tendrd

38 Mm. 15 Dm. 6m. 8cm. = 38045608 cm.

Cuyo resultado se ha obtenido diciendo: 38 miridmetros re-
ducidos & decametros son 38 000, y 15, que tiene el complejo,
38015 decametros ; este namero reducido & metros, da 380150,
al cual agregando los 6 que hay, se tiene el nimero 380456 me-
tros. Por ltimo, reduciendo este nimero & centimentros y agre-
gando los 8 que tenemos, se obtiene el resultado 38 015 608 cm.

Reduciendo este numero 4 kilometros se tendrd 38 015 608 ¢m.
equivalente a 380,13608 Km.; luego

38 Mm. 45 Dm. 6m. 8cm.=380,15608 Km.

:2.° Reducir el complejo 38 Mm2. 15 Dm2. 6 m2. 8cm2. 4
kilémetros cuadrados. Reduciendo el complejo primeramente &
incomplejo de la infima especie, se tendra

88 Mm2. 1% Dm2. 6 m2. 8cm2.=38 000015 060 008 cm’.,

y refiriendo el resultado 4 incemplejo de Ialdnwtro, se tiene
38 000015060 008 cmg. = 3800 001 5060008 K'm2

3.° Reducir & metros cibicos 32 Dm3. 8m3. 133 cm3.

El nimero propuesto reducido & centimetros cubicos es
32008000133, y este namero referido & metros cibicos serd
32008,0001 33 m3.; luego

32 Dm3. 8m3. 433 cm3. = 32008,000433 m?3. -
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Reduccion de niimeros métrivos incomplejos & acomplejos.

283. Para reducir un nimero métrico incomplejo & comple-
Jo, se divide el nimero, & partir de las unidades principales,
en periodos de una, dos 6 tres cifras, sequn que sea de unida—
des de longitud, capacidad 6 peso, de unidades cuadradas, 6 de
volumen ; y cada uno de estos pertodos expresara los diferentes
multtplos y divisores de la unidad principal de que se compone
el nimero.

Esempros. 1.° Reducir 4 complejo el nimero 347,457 Dm.

Como los miltiplos y divisores siguen la ley decimal lo mismo
que las unidades de un namero, las decenas, centenas, etc. de
este nimero expresaran multiplos del decametro, y cada cifra
de 1a decimal indicara los divisores de la misma- umdad deca-
metro: asf,

347,457 Dm. =3 Km. & Hm. 7Dm km. %dm 7 cm.

2.° Sea reducir el namero 347,457 Dm?. & nlimero complejo.

Como cada unidad cuadrada se compone de ciento de la in-
mediata inferior, las centenas de un niimero métrico expresardn
el miltiplo siguiente 4 la unidad & que se refiere el niimero, y
las centésimas el inmediato divisor, de modo que se tendra

347,457 Dm2. = 3 Hm2. -47 Dm2. 45 m2. 70 dm2.

Observemos que cuando el nimero de cifras decimales 1o es
par, se hace que lo sea agregando un cero 4 la derecha; porque
despues de haberse considerado el pendltimo periodo, el divisor
siguiente lo deben formar las centésimas de aquella especie, y
por lo tanto ha de tener dos cifras.

3.° Reducir 4 complejo el namero 30743,8305783 Hm5,

Dividiendo este namero en periodos de tres cifras, puesto que
mi! unidades de cada especie componen una de la siguiente, ten-
dremos:

30743 8305783 Hm3 =30 Km3. 743 Hm3. 830 Dm3.
: 578 m5 300 dm5.

Tambien debemos observar que cuando el nimero de cifras
decimales no es multiplo de fres, hay que hacer que lo sea po-
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niendo ceros & la derecha; pues el divisor siguiente al pendlti-
timo lo ha de formar siempre las milésimas de éste.

Ciloulo de las cuatro operaciones fundamentales con numeros
métricos.

25&. Como la conversion de los niimeros métricos complejos
4 incomplejos es tan ficil y se obtiene con tanta prontitud, el cal-
culo de las cuatro operaciones fundamentales con nimeros mé~
tricos complejos, se reduce 4 la de nl’lmeros enteros 6 decimales
concretos : asf,

255. Para sumar mimeros métricos complejos 0 mcomplejos,
se reducen @ tncomplejos de una misma especie y se efectia la
suma de los enteros 6 dectmales que resulten.

Eiempros. 1.° Sumar los ntmeros 32,346 Kg.; 426,32 g.;
0,8357 Om.; 42,1% Dg '

Reduciendo estos niméros 4 una misma especie, 4 gramos
por ejemplo, se tendrdn los numeros 32346 g.; 426,32 g.;
83570 g.; £21,5 ¢., que sumados nos dan

32346 g¢.
426,32
83570
21,8
116763,82 g.
Luego la suma de los nimeros dados es 446763,82 g., que
equivale a 1 Om. 46 Kg. 76 Dg. 382cy.
2.° Sean los niimeros que han de sumarse 12 KI. 48 DI. 24
cl.;133DI1. 18dl.;3DI. A8cl.; 8 HI. 421.
Beducldos a centihtros se tiene

“A2K1. 18 DI. 2 cl.' = 1218024 ¢l.

133 DI. 18dl.—= 133180 .
3DI. 18¢cl.= 3018
-8 HI. 121. = 81200 -

Suma pedida. . . . . 1438422¢cl.=14K1.35DI. 41.22¢l.

256. Para restar mimeros métricds complejos 6 incomplejos,
se reducen G tncomplejos de una misma especie y se restan los
wimeros que resullen.



METRICO. 298
EsempLos. 4 ° Restar de 347,36 Dm?.; 468,38 m2.
- Reduciendo el minuendo & metros cuadrados, que es & lo que
estd referido el sustraendo, y restando, se tendra

347,36 Dm?2. = 34736 m2.
£68,38m2. = 468,38

Resta. . 34267 62 m2. = 342 Dm2. 67 m2 62 dm2.

2.° Del ndmero 3 Km. 18 Dm. 3k dm. se quiere restar
48 Hm. 15 m. 32 mm.

Reduciendo dmbos & milimetros, y restando, se tendrd

3 Km.18Dm.34dm. = 31835400 mm,
A8 Hm.A5m. 32 mm.=1815032

Resta. .« o+ . 4368368mm. —43Hm 68m.368mm.

257. Para multiplicar nimeros métricos complejos 6 incom- .
plejos, se reduce el multiplicando, que es el de la especie que
se busca en el problema, & incomplejo de una cualgquiera de sus
especies, y el multiplicador & incomplejo de la unidad cuyo va-
lor se conoce, y se multiplican los mimeros que resulten. Kl
producto ser de la misma especie que el multiplicando.

Esempros. 1.° Un kilolitro pesa 43 Qm. 18 Dg. 39 ¢g., jcuanto
pesaran 27 DI. 32 di.?

Reduciendo el multiplicando & centigramos, por ejemplo, y el
multiplicador 4 la especie cuyo peso se da, que es el kilélitro, y
multiplicando, se tendra

13 Qm. 18 Dg. 39 cg. = 13001 8039 cg.
~ 27 DI, 32.dl. = 0,2732 K1.
26003 6078
390054 117

9101262 73
26003607 8

Peso de 27 DI. 32 dl..... 35520028, 2548 cg.,

0 lo que es lo mismo, 3 Om. 85 Kg. 209 g. 28,2548 cg.
. 18
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2.° Un metro vale 16 rs. 42 c., ;cuénto costaran 3 Dm.
k7 cm.?

Reduciendo el multiplicando & reales y el multiplicador 4
metros, que es la umdad cuyo valor se conoce, y multiplicando,
se tiene

16rs. £2¢. = 16,42 rs.
© 3 Dm. &7 em. = 30,47 m.
1 1494
6 568
£92 6

Valor de 3 Dm. 47'cm.. 500,3174 rs. =500 rs. 32 ¢. proxim.

358. Para dividir nimeros métricos complejos o sncomple-
jos, se reducen d una misma especie st son de tgual naturaleza,
y el cociente abstracto que resulta de dividir estos uimeros, es
el que se pide. Si el dividendo y divisor son de naturaleza dis-
. tinta, se reduce el dividendo d incomplefo de cualquiera de sus
especies, y el divisor a la espeoze de unidades cuyo valor se
busca, el cociente de estos dos wimeros serd el que se pide, ez~
presado en unidades de la especie que indica el dividendo.

Esempros. 1.° Un decdlitro pesa 6 Kg. 18 g., jcuintos de-
calstros contendra una carga que pesa 13 Om. 42 Dg.?

Reduciendo a gramos el dividendo y divisor, y efectuando la
division, se tendra:

1300620 | 6048
9682 216,088
36640
. 53200

50560
24160
88

Luego dicha carga contendra 246 DI. 884 ml.
2.° El valor de 3 Dm. 47 cm. es 500 rs. 32 c., jcudnto
costara un meiro? : L
~ Reduciendo el dividendo 4 reales y el divisor & metros, unidad
cuyo valor se busca, y efectuando la division, se tiene (200)
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50032 l 3047

19562 16,42
12800
6420
26

Luego el valor de un metro es 16 rs. 42 c. prdximamente.

LEGGION XXIX.

Relaciones entre las unidades del sistema antiguo de pesasy medidas y las del sistema
nuevo métrico decimal. — Relaciones entre las unidades del nuevo sistema métrico
decimal y las del antiguo sistema de pesas y medidas.—Reduccion de unidades del
sistema antiguo de pesas y medidas & unidades métricas, y al contrario.

Relaciones entre las unidades del sist antiguo de pesas y medidas
y las del sistema nuevo métrico decimal. '

259. Las relaciones que estin dadas por la comision de pesas
y medidas, y debidamente autonzadas por el gobierno, son las
siguientes : :
Medidas de longllud.

Una legua equivale & 5,572700 Km. = 5572,70 m.

Un estadal 4. . . . . . 0,334362 Dm. = 33%,362 cm.
Una brazaa.. . ... 0,167181 Dm. = 167,181 ¢m.
Una vara .. . . ... 0,835905 m. = 835,905 mm.
Unpidd. ....... 0,278635 m. — 278,635 mm.

Una pulgada 4. . . . 0,023220 m. = 23,220 mm.
Una linead... . ... 0,001935 m. =1,935 mm.

Un punto .. . oo 0,000161 m. = 0,161 mm.
Un palmo &. . . . .. 0,208976 m. = 208,976 mm.
Undedod. ...... 0,017hA bk m, = 47,44k mm.

Miedidas de superficie.
Una legua cuadrada equivale & 31,0554985 Km?2.

Una fanega superﬁczal 4 0,64395617 Ha. = 6439,4617 m2,
Una aranzada &. . . . . . 0,447192 Ha. = £471,92 m2.

Un celemin superficial 4 0,05366301 Ha. = 536,6301 m2,



L]

228 'SISTEMA ’

Un cuartillo superficial & 1,341875 a. == 134,1575 m2.
Un estadal cuadrado .. 0,411798 a. = 11,1798 m?. -
Una vara cuadrada 4.. . 0,698737 m2. = 6987,37 cm2.
Un pié cuadrado 4. . . . 0,077637 m2. = 776,37 cm?.
Una pulgadp\cuadrada 4 0,000539 m2. = 5,39 cm?.
Una linea cuadrada a.. . 0,03 cm?, = \mm2 '

Medidas de’ volumﬁl

Una vara cubica equivale & 0,5850777 m3. 6 estérios.
Un pié cibico & 0,021632% m3. = 0,216325 decistérios.

Medidas de capaclda“

[

PARA ARIDOS. L
Un cahiz equlva]e 4 0,666012 KI. — 666,012 1.
Una fanega &. . .. 0,055501 KI. = 55,501 I.

Un celemin 4.. . . . 0,462508 DI. —= 462,508 ¢l.
Un cuartillo 4.. . . 0,445627 DI. = 115,627 cl.

PARA LIQUIDOS, A EXCEPCION DEL ACEITE.

Un moyo quivale 4 0,25813 KI. = 258,43 1.

Una céntara &. .. 0,046133 KI. =16,133 1.

Una azumbre &. . . 0,20166 DI, = 2,0166 [. = 20,166 dl.
Un cuartillo. 4.. . 0,50444 I. = 50,414 dl. ‘
Una copa . . . .. 0,4 26 1.=1,264dl.

PARA ACEITE.

Una arroba equivale & 0,012563 KI. = 12,563 [.
Una librad....... 0,50252 1. = 5,0252 dl.
Una panilla a.. . . . . 0,12563 1. —=1,2563 dl.

Medidas de peso.

Una tonelada de peso antigua equivale a 0,920186 toneladas
modernas.

Un quintal antlguo 4 0,460093 Om. — £6,0093 Kg.

Una arroba 4 0,115023 Qm. = 11,5023 Kg.=11502,3 y

Una libra 4.. 0,460093 Kg. — 460,093 g.

Una onza 4.. 0,28756 Hy. = 2,8756 Dg. = 28,756 &

7
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Un adarme & 4,7972 9. = 17,972k dg. = 179,72k cy.
Un tomin &.. 0,599079 g. = 5,99079 dg. — 59,9079 cg.
Un grano 4.. 0,059923 g. = 0,49923 dg. = £,9923 cg.
Una libra médica & 0,34507 Kg. = 3,4507 Hg.—= 345,07 g.
Una onga &. . ... 0,28756 Hg.—= 2,8756 Dg. = 28,756 g.
Una dracma &.. . . 3,59477 g. = 35,94477 dy.
Un escripulo a. . . 1,498159 ¢g. = 14,98159 dyg.
Un grano 4. . . .. 0,59923 dg. = 4,9923 cg.

Relaciones entre. las unidades del nuevo sistema métrico decimal
y las del antiguo sistema de pesas y medidas.

Medidas de longitad.
Un milimetro equivale 4 0,00358892% ps. = 0,516808 lin.

Un centimetroa. . . . . . 0,03588924 ps. = 0,43067088 pulyg.
Un decimetrod. . . ... 0,3588924 ps. = £,3067088 pulg.
Unmetrod. .. ..... 1,496308 vs. = 3,588924% ps.

Un decametro a. . . . . . 11,96308 vs. = £30,67088 pulg.
Un hectometro a.. . . . . 119,6308 vs. = £306,7088 pulg.
Un kildmetro a. . . . .. 0,1794462 leg. = 3588,924 ps.

Un miriametro 4. . . . . 1,794462 leg. = 35889,24% ps.

" Miedidas de superficie,

Un milimetro cuadrado equivale & 0,267083 lin. cuad.
Un centimetro a 0,4854749 pulg. c. = 26,7083 lin. c.
Un decimetro 4." 0,0143445 v. c. = 18,54749 py. c.
Unmetrod. .. 1,431153 v. c.. = 1854,749 py. c.

Un decametro . 8,9447 est. c. = 1288,037961 p. c.
Un hectdémetro & 894,57 est. c. = 128803,7961 p. c.

- Un ktlometro 4. 89%47,08 est. c. = 1288037961 p. c.
Una centidrea 4 0,000485 f. s. = 0,089%44708 est. c.
Una drea 4.. . . 0,018529 f. s. = 8,944708 est. c.
Una hectarea &. 1,8529 f, s. = 894,A708 est. c.

Medlcias de volumen,

Un milimetro cibico equivale & 0,438 lineas ciibicas.
Un cemdimetrod . .. ...... 0,079 pulgadas cibicas.
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Un decimetro a. . . . . . -... 0,046 jm’és cdbicos.
Unmetrod. ........... 4,712 varas cubicas.
Un decametro . . . . . ... .. 1712,1 varas cubicas.

Medidas de capacidad.
PARA ARIDOS.

Un litro equivale & 0,01801769 f. — 0,864849 cuart.
Un decalitro 4. . . 0,4801769 f. — 8,64849 cuart.

Un hectdlitro 4. . . 1,801769 f. — 86,4849 cuart.

Un kildlitro 4.. . . 18,01769 f. = 864,849 cuart.

PARA LiQUIDOS, A EXCEPCION DEL ACEITE.

Un Jifro equivale & 0,061985 ar. =1,98354 cuartillos.
Un decalitro a.. . . 0,61985 ar. =19,8351 cuartillos.
Un hectdlitro 4. . . 6,1985 ar. = 198,351 cuartillos.

' PARA ACEITE.

Un dectlitra equivale & 0,498997 Ib, = 0,795988 panillas.

" Unlitroa. ....... 1,989971 1b. =7,95988% p.
Un decalitro a.. . . .. 19,89974 1b. = 79,59884% p.
Un hectélitro &.. . . . . 7,95988% ar. — 198,9974 libras.
Un kildlitro a. . . . . . 79,5988% ar. —1989,971 libras.

Medidas de peso.
" Un miligramo equivale 4 0,02 granos.

. Un centigramo 4. . . . . . 0,2 granos.
Un decigramo a. . . . .. 0,0556 adarmes — 2 granos.
Un gramo a.. .. ... 0,035 onzas = 0,556 adarmes.

Un decagramo 4. . . . 0,022 lib. = 0,35 onzas = 5,56 ad.
Un hectégramo 4.. . . 0,2173 lib. = 3,5 onzas = 55,6 ad.
Un kildgramo &. . . . 2,473k74 libras.

Un guintal métrico 4. 8,694 arrobas = 217,347k libras.

Una fonelada nueva & 86,94 arrobas — 21'73,k74 libras. *
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Rednoelon de unidades del sistema antiguo de pesas y medidas
4 unidades métricas, y al contrario.

'260. Por medio de las mutuas relaciones que anteriormente
hemos escrito, y cdlculos muy sencillos de multiplicar 6 partir,
podrewos reducir un nimero complejo 6 incomplejo de unidades
del sistema antiguo 4 unidades del sistema nuevo métrico deci-
mal, y al contrario.

Sea, por ejemplo, el nurmero 3 varas, 2 pzes, 7 pulgadas el
cual queremos reducir & unidades métricas.

* Como una vara equivale 4 0,835905 melros.

3 varas equivaldrdn 4.. . 0,835905 < 3 = 2,50774% metros
Un pié equivale 4. . . . 0,278636 m.

2 piés equivaldran 4.. . . 0,278636 >< 2 =0, 557272 metros.
Una pulgada equivale a 0,023220 m.

7 pulgadas equivaldran 4 0,023220 >< 7 = 0,162540 melros.

Luego 3 varas, 2 piés, 7 pulg., equivalen 4 3,227527 metros,
0 lo que esignal 3v. 2 p. 7 pg. =3 m. 2dm. 2 cm. 7,527 mm.

Sea, por segundo ejemplo; reducir 5 m. 72 ¢m. & unidades
del sistema autiguo.

Un metro equivale a. . . . 3,5889 piés.
B metros equivaldran .. . . 3,5889 >< 5 = 17,9445 piés.
Un centimetro equivale a.. 0,035889 piés.
0,07178
2,5123
Luego 5 m. 72 ¢m. equivalen &  20,52858 piés,
0 16 que es lo mismo 5 m. 72 em. = 6 var. 2 piés 6 pg. &1 p.

72 centimetros equivaldran a 0,03589><72={ Piés.

264. Cuando en un problema de nimeros concretos se den
- unidades de 4mbos sistemas, se reducen primero & unidades de
uno de ellos, y se resuelve el problema, el resuliado se expresa
en unidades del sistema que se pida.

Esemero. 3 or., 2 ps., 7 pulg. hah costado 86 rs. y 26 c.,
(cudnto costardn 5 m. y 6 dm.? -
Para resolver este problema, principiaremos por reducir el
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namero 3 vr., 2 ps., 7 pulg. & unidades métricas, y hallaremos
(260, 1er E1.) 3 or., 2 ps., T pulg. = 3,227527 m.

El niimero 5 m. 6 dm. es igual 4 5,6 m.; luego el problema
queda reducido 4 determinar el valor de 5,6 m. sabiendo que .
3,227%27 m. han costado 86,27 rs. .

Dividiendo 86,27 rs. por 3,227527, hallaremos el valor de
~ un metro, y multiplicando este valor por 5,6 tendremos el re-
sultado pedido, el cual es 149 rs. 70 c.



QUINTA PARTE. -

'POTENCIAS Y RAICES DE LOS NUMEROS.

LEGGION XXX.

Potencias en general de los ndmeros.

Potencias en general de los numeros.

262. Ya hemos dicho (4%) que potencia de una cantidad es
el resultado de repetir dicha cantidad como factor un cierto ni- .
.mero de veces: denomindndose sequnda potencia 6 cuadrado si
se toma dos veces por factor, tercera 6 cubo si tres, cuarta po-
tencia si cualro, y en general enéstma potencia si se toma n ve-
ces por factor.

Indtil es advertir que al decir potencia de una cantidad se
entiende que es del numero abstracto que expresa la relacion
de dicha cantidad 4 su unidad, pues como ya sabemos (46) ca-
receria de todo sentido el resultado que se obtiene de elevar ’
una cantidad cualquiera & una potencia.

La operacxon que tiene por objeto hallar una potencia cual—-
quiera de un ndimero, toma el nombre de elevacion & potencias.

De esta definicion se deduce que todo nimero estd elevado 4
su primera potencia; luego la primera potencia de todo mimero
es el mismo mimero.

263. Para elevar un nimero & la SEGUNDA pofencia ¢ CUA—
DRADO; s¢ multiplica dicho nimero por si mismo; para elevarle
& la TERCERA polencia 6 cuBo, se forma un producto de ires fac-
tores iquales al wmimero dado ; y en general para elevar un ni-
mero G la ENESIMA polencia, se forma un producto de n factores
tquales al mimero propuesto. :
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Asi: 5 elevado 4 la segunda potencia 6 cuadrado serd 62—
5> 5=25.

Del mismo modo se tendra que 5.elevado 4 la tercera poten—
cia 0 cubo, serd 3 =5>< 5> H =28 < 5=125.

Donde vemos que 25 es el cuadrado 6 segunda polencia de
8, v 125 el cubo-0 tercera potencia del mismo niimero 5.

.Es necesario no confundir el duplo de un numero con su cua-
drads 0 segunda potencia, ni el cubo 6 tercera petencia de un
namero con su {riplo, pues son cosas muy. distintas.

- -26k. Toda potencia de un niumero entero es tambien un ni-
mero enlero.

En efecto, el producto de varios ntimeros enteros ] swmpre
un nimero entero.

265. El producto de dos 6 mas potenczas de un mimero es
igual & una potencia del mismo mimero cuyo exponente es la
suma de los exponentes de los factores.

Sea el producto de las potencias, a», a™ y ar del nimero a.

Tendremos, segun la definicion

a™ = aaaa ...... repetida m veces,
a®= aaaq ...... repetida n veces,
ar —@aaq ...... repetida r veces;

de donde se deduce

a" X< am X< a" = 4044 .... >< 604G .... >< 464G ...
"Oloqueeslomismo - . )
aﬂxamxa"=a"+"+",

.

que es lo que se queria demostrar.
CoNSECUENCIA. Para elevar una potencia de un mimero d otra
potencia, se multiplica el exponente de la primera por el de la
sequnda.
En efecto, supongamos que se quiere elevar la potencia o™ d
la enésima potencia : se tendra

(@m)n=am > am >< am ... repetido n veces,
6 lo que es lo mismo, segun el principio anterior,
(am)n —agm+m-+mn-+ ‘”v—_-aan,

que es lo que se queria demostrar.
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266. El coctente de dos potenczas de un miimero es igual &
una potencia del mismo nimero cuyo exponente es la diferen—
cia de los exponentes de las potencias dadas, & la unidad, 6 &
una fraccion que tiene por numerador la unidad y por deno-
minador una potencia del nimero cuyo exponente es la diferen-
cia de exponentes del dividendo y divisor, sequn que el expo-
nente del dividendo sea mayor, igual 6 menor que el exponente
del divisor. .

Sea el cociente de las dos potencias a» y am del nimero a.

Supongamos en primer lugar n > m. Tendremos:

ar aaaa ... - '
— = -5 M
am aaada ...

y dividiendo dmbos términos de la segunda fraccion por @ todas
las veces que se pueda, lo que no altera su valor (153-3.°), se
tendré por resultado una fraccion que tiene por numerador una
potencia de @ cuyo exponente es-la diferencia de los exponentes
n'ym,y por denominador la unidad ; luego

n n —m
g—-_—‘_: a —_—qn—m
am 4 ’

que es lo primero que se quena demostrar
~Sea en segundo lugar n =

El cocnente — ge'reduce 4 Ia unidad; porque siundo n=m,

el dividendo es wual al divisor ; y por consiguiente sera

a” am

S,

am am

que es lo segundo que se queria demostrar.

Sea por ultimo n << m.

Simplificando la segunda fraccion, de la igualdad (1] que nos
expresa el valor del cociente de a» por am, hallaremos por re-
sultado dtra fraccion que tendra por numerador la unidad y por
denominador una potencia de @ cuyo exponente sera la diferen-
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cia de los exponentes m y n; de modo que se tendrd, en el caso
de ser n < m, :
a

am - Fl:—;b— ’

que es-lo tercero que se queria demostrar.

267. Para elevar un producto & una polencia se elevan sus
factores & esta potencia, 6 lo que es lo mismo, la potencia de
un producto es tgual al producto de las potencias de los fac-
lores.

Sea abed el producto cuya enésima potencia queremos hallar.

Segun 1a definicion de potencia, se tiene

" (abed)® = abed >< abed >< abed ... repetido n veces,

6 lo que es lo mismo, puesto que el orden de factores no altera
el producto,

(abed)» = aaa ... bbb ... ccc ... ddd ... = arbrendn,

que es lo que se queria demostrar.

Osservacion. Si alguno de los factores fuese una cierta po-
tencia, se hallaria la de éste (252 cons. ) multlphcando los ex-
ponentes.

- Asi, . (ab" c)m == am brm om,
En efecto,
(abn c)m = am X< (bn)m S ¢Mm == gm phnm ¢m,

CONSECUENCIA. St un numero enlero es una polencia exacta
de otro, los exponentes de los factores primos en que se puede
descomponer el primero son equimiltiplos de los exponentes de
los factores primos del segqundo.

Porque dichos exponentes se obtienen, segun lo expuesto an-
teriormente, multlphcando los de los factores primos del ndme-
ro que se quiere elevar por el exponente de la potencia.

De aqui se deduce que si un nimero entero es divisible por
un nimero primo cualqmera, no podrd ser una potencia exacta
de un cierto grado, si no es divisible tambien por la potencia
del mismo grado de dicho niimero primo.



Y RAICES. 237
De esla consecuencia, y de la formula que.da (139) el niime-
ro de factores simples y compuestos de un nimero N, se deduce

que si el namero de estos factores es par, N no podrd ser cua-
drado perfecto.

268. Para elevar un cociente & una potencia, se elevan el di- -
videndo y divisor a dicha potencia, 6 lo que es lo mismo, la po-
tencia de un cociente es igual al cociente de las potencias del
dmdendo y divisor.

Sea T = Q, de donde a = bQ.
Elevando 4 la enésima potencia se tendrd (267)
e =rQr;

y dividiendo por b» —:% =Qn;

w  e=(2)=2,

que es lo que se queria demostrar.

ConsecUENCIA. Para elevar una fraccion G una potencm, se
elevan sus dos términos & dicha potencia.

Esta consecuencia puede demostrarse dlrectamente fundando-
se en la definicion.

En efecto, la enésima potencia de la fraccxon b , se hallai'é
formando un producto de n factores iguales 4 dicha fraccion.

(e a__a __a aaa ... an
Ad, (‘b'> =TT %" Taaa... o1
es lo que se queria demostrar.

269. Toda potencia de una fracci'on irreducible, es otra frac-
cton irreducible.

' Sea la fraccion irreducible - b ; elevandola & la enésima poten-

(5) =+

Como los nimeros a v b son primos entre sf (4156), sus ené-
simas potencias tambien lo serdn (131-2."); y por consiguiente

cia, se tendra
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Lo . : .
la fraccion o serd irreducible, que es lo que se queria demos-

trar.

270. Una fraccion irveducible no puede ser una potemna
- exacta de un cierlo grado, si sus dos términos no son potencias
del mismo grado.

Sea una fraccion irréducible '-g— y Z—“ la enédsima potencia

de otra fracclon T % tambien irreducible. S1endo los dos nime-
ros @ y b primos entre si, sus potencias tambien lo serén, y por

o . . ar . .
consiguiente la fraccion e irreducible.

_Ahora bien, las fracciones % Y Z—:, siendo irreducibles, no

pueden ser iguales, si no son idénticas (157); luego es necesario
que se tenga A = a* y B ==bn, que es lo que se queria demos-
trar.

274. Las polencms de un numero mayor que la unidad, van
creciendo ¢ medida que aumenta el exponente, y pueden ser ma-
yores que cualquier cantidad por grande que sea, 6 lo que es lo
mismo tienen"por limite infinito.

Que las potencias de un nimero mayor que la unidad van au-
mentando 4 medida que aumenta el exponente, se deduce inme-
diatamente de la definicion de multiplicar: porque si el multipli-

cador es mayor que la unidad, el producto sera mayor que el -

multiplicando; luego la segunda potencia de un nimero wayor
que la unidad serd mayor que este numero, el cubo serd mayor
que el cuadrado, la cuarta potencia serd mayor que la tercera,
Y asl sucesivamente.

Lo que falta demostrar es que la enésima potencia de un ni-
‘mero mayor que la unidad, puede ser, dando & n un valor sufi-
cientemente grande, mayor que una cantidad dada por grande
que sea.

Representemos por N un nimero mayor que la unidad, y por

.E el exceso de N 4 dicha unidad.
Se tendra N =1 + E, 6 lo que es lo mismo

N—1=E. 1
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Multiplicando el primer miembro de esta igualdad por N, nd-
mero mayor que la unidad segun la hipdtesis, se tendra eviden-
‘temente
N2—N>E. (2]

Del mismo modo se vera que con mds razon se verifica

Ns—N2>E, [3]
N—N3>E, [4&]

ooooooo

Sumando las relaciones [11, [2], [3]... [#], Y haciendo la re-
duccion y destruccion, se tendrd evidentemente

No — 4 >EnoNo>En+1.

Ahora bien, si representamos por € una cantidad tan grande
como queramos, y hacemos

En+1>C, 0En>C—4

para lo cual basta dar 4 » un valor mayor que —(‘—E-J— tendre-

mos que, siendo N» >En+1, yEn+1> C, con més 1azon
se tendra : .
Nr > C;

luego podremos dar a n un valor tal que haga que la potencia
enésima de un nimero N mayor que la unidad, sea mayor que
* una cantidad C por grande que ésta sea, que es lo que faltaba
demostrar.

272. Las potencias de un nimero menor que la unidad van
decreciendo & medida que aumnenta el exponente, y pueden ser
. menores que cualquier cantidatl dada por pequeiia que sea.

De la deéfinicion de multiplicar se deduce inmediatamente que
la segunda potencia de un niimero menor que la unidad es me—
nor que este numero, que la tercera potencia es menor que la
segunda, y asi sucesivamente.

Ahora nos falta probar que la enésima potencia de un niimero
menor que la unidad puede ser menor que cualquier cantidad
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dada por pequefia que ésta sea, dando a-n un valor suficiente-
mente grande.
Sea N un ndmero menor que la unidad, que podr4 represen-

tarae por una fraccion ~ N’ , siendo N’ > 1, para lo cual Do hay

més que dividir la umdad por el nimero N y llamar N’ al co--
ciente, en cuyo caso

NV=1 6 N=gr
Esto supuesto, si elevamos cualquiera de estas igualdades 4
la potencia n, tendremos

NoNm=14, 6 No=

Ahora bien, si hacemos N‘ <+ C , para lo cual basta que

N’"> C,lo que es ‘posiblé puesto que N’ es mayor que 4, se
tendra

N"<-C;

luego podremos dar & = un valor tal que haga que la potencia
'enésima de un mimero N menor que la unidad sea menor que

" una cantidad dada —- C por pequena que sea, que es lo que fal-
taba demostrar.

LEGGION XXXI.

Formacion del cuadrado de los nimeros enteros. — Extraccion de la raiz cuadrada
: de los nimeros enteros.

Formacion del cuadrado de los numeros enteros.

273. Ya hemos dicho que raiz de ndmero es otro que eleva~
do 4 una cierta potencia nos reproduce el primero; y que esta
raiz se denomina segunda 6 cuadrada, tercera 6 cubica, cuarta
Y en general endstma, segun que la potencia & que haya de ele-
‘varse dicha raiz para reproducir el nimero propuesto sea la se-
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gunda, tercera, cuarta 6 enésima. Tambien hemos visto ya los
principios mds importantes de las potencias en general de los
nimeros. Ahora nos ocuparemos en particular de la formacion
del cuadrado de los ndmeros enteros, para deducir de ella la re-
gla de la operacion inversa que tiene por objeto, dado un niime-
ro, hallar su raiz; lo que se conoce con el nombre de extraccion
de la raiz cuadrada de un nimero.

274. De la definicion de potencia se deduce que para elevar
un nimero al cuadrado, basta multiplicarle por si mismo; y.por
consiguiente los cuadrados de los diez primeros nimeros son:

Nimeros. 4 2 3 & B 6 7 8 9 A0 -
Cuadrados. 4 & 9 16 25 36 49 6 81 100

Como el cuadrado de otro nimero entero cualquiera se obtie-
ne tambien multiplicando dicho niimero por si mismo, la cifra
de sus unidades serd una de las en que terminan los cuadrados
anteriores ; por consiguiente todo nimero cuya cifra de las uni-
dades sea 2, 3, 7 4 8, no podréa ser cuadrado perfecto; pero no
se vaya 4 creer que lo serd el nimero .que termina en alguna
de las cifras 1, 4, 5, 6, 9 6 0, que son en los que terminan los
cuadrados de los nueve primeros nimeros. .

Del prmcnpio (264 ) se deduce  que todo nimero divisible por
* un factor primo, no podra ser un'cuadrado perfecto si no es divi-
sible tambien por el cuadrado de dicho niimero primo: y en ge-
‘neral si un nimero es “divisible por una potencia impar de un
factor primo, no podrd ser cuadrado perfecto dicho nimero, si
no es divisible tambien por la potencia par inmediata superior.
Asf, todo namero par que no sea divisible por 4, no podra ser
un cuadrado perfecto, y todo niimero que termine en ceros, no
podra ser tampoco un cuadrado perfecto, como éstos no sean en
ntmero par; en efecto, si terminase en un nimero impar de ce-
ros, los"factores 2 y % 6 uno por lo ménos vendria elevado 4 una
potencia de grado impar, y por consiguiente el nimero no pue-
de ser cuadrado perfecto (254 cons.).

275. El quadrado de un nimero descompuesto en dos su-
mandos se forma de la suma de tres paries: cuadrado del pri-
mer sumando, duplo del primero por el segundo, y cuadrado
del sequndo.
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Sea N un nimero descompuesto en dos sumandos @ y b; de
modo que se tiene N = @ + b; y por consiguiente

N2 = (a + 6)2=(a + b) (@ + b) = a% + ab + ab + B2,

3

6 lo que es lo mismo
N2 = (a + b)2 = a2 +- 2ab + B2,

que es lo que se queria demostrar.
De aqui se deduce que todo niémero que termine en 5, no pue-
de ser cuadrado perfecto si la cifra de las decenas no es 2.

- En efecto, la raiz de todo niimero que termina en 5, debe ter-
minar tambien en esta cifra; de modo que representando por D
las decenas de un ndmero cuya ultima cifra es 5, se tendrd que
el cuadrado de dicho ndmero es

(D.10+52=D.10042.5.D.104 25 =
(D. 40+ 5)2=D*. 400+-D . 400 -+ 25 = (D2D) 100 - 25:

lo que prueba que si un ndmero termina en 9, su cuadrado ter-
minara en 25.

276. La diferencia de los cuadrados de dos nimeros dife-
rentes en una unidad, es el dyuplo del numero menor mds la
unidad.

En efecto, sean los nliimeros d y d + 1 cuyos cuadrados res—
pectivos son d2 y (d-+-1)%, y por consiguiente su diferencia
serd

@+ 12— dl—d2+2d+4 —d2=2d+1,

que es lo que se queria demostrar

De aqui se deduce: 1.°, que los cuadrados de los nimeros en-
teros consecutivos se van diferenciando cada vez mdis, & medida
que dichos niimeros aumentan ; 2.°, que si al cuadrado de un nd-
mero se le afiade una cierta cantidad menor que el duplo de
dicho nimero mas la unidad, el resultado serd menor que el
cuadrado del niimero entero siguiente; y 3.°, que gi se tiene el
cuadrado de un ntmero entero,, se obtendra el cuadrado del ni- .
mera slgmenw aumentanda al primera. el duplo de. dicho Bé~
mero mas la unidad.
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Extraccion de la raiz cuadrada de los nimeros enteros,

277. La extraccion de la raiz cuadrada es el analisis de la
elevacion al cuadrado, y tiene por objeto, dado un ndmero, ha~
llar otro que elevado & la segunda potencia nos reproduzca el
primero. El nimero que se nos da, se considera como una po-
tencia cuya raiz es el niimero que se busca. :

La extraccion de la raiz cuadrada sabemos qne se indica con
el signo Y~ llamado radical, bajo del cual se pone la can-
tidad cuya raiz queremos hallar.

Se dice que un nimero entero es un cuadrado perfecto, cuan-
do hay otro numero entero que elevado 4 la segunda potencia
nos reproduce el primero.

278. La raiz cuadrada de un numero enlero que no es un
cuadrado per fecto, es un numero inconmensurable.

En efecto, dicha raiz no puede ser enteéra, porque el ndmero
no es cuadrado perfecto. Tampoco puede ser fraccionaria, por-
que ninguna fraccion elevada al cuadrado nos puede dar un ni-
mero entero (256). No pudiendo ser esta raiz un nimero ente-
ro ni fraccionario, serd inconmensurable, segun queriamos de-
mostrar.

Raiz cuadrada entera de un niimero que no es un cuadrado .
perfecto, es el mayor nimero entero cuyo cuadsado se puede
restar del nimero dado.

. En 1a extraccion de la raiz cuadrada de un numero entero
distinguiremos dos casos: 1.°, que el namero cuya raiz quere-
mos hallar no pase de 100; y 2.°, que sea mayor que 100.

Para extraer la raiz cuadrada de un nimero menor que 100,
conviene saber de memoria los cuadrados de los nueve primeros
numeros (274); porque el nimero que se nos dé serd 6 uno de

.estos cuadrados, en cuyo caso su raiz es conocida, 6 estard com-
prendido entre dos, y por lo tanto su raiz lo estard entre las de
estos numeros; de modo. que tomando por raiz la del cuadrado
‘menor, se tendra la raiz entera del ntimero propuesto, que se di-
ferenciaré de 12 verdadera en ménos de und uriidad. Ast, ld raiz
de 64 es 8, yila de 50 es 7, puestd que BO estd comprendido en-
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tre 49 y 64, cuyas raices respectivas son 7 y 8; luego la ralz
entera de 50 es 7.

279. La extraccion de la raiz cuadrada de un nimero mayor
que 100 estd fundada en los dos principios siguientes:

Privero. La raiz cuadrada entera de las centenas de un nii-
mero es exactamente tqual & las decenas de la raiz de dicho ni-
mero.

Sea N un ndmero y N’ sus centenas; representemos por d las
decenas de la raiz cuadrada de N, y por u todo lo que falta 4 la
raiz, que podra ser un niimero entero 6 inconmensurable, pero
menor que 10, segun que N sea 6 no un cuadrado perfecto; de
modo que se tendrd

N=(d.10 Ul =d2. 100+2d .40 . 4+ 05
siendo N’ el nl'xmero de centenas de N, serd

2
N = 6<d+2d‘“:(')g+“;

y como u es snempre menor que 40, se tendra

od . 40.u-+u _ 24.4004 100

106 < 100 =2d +1;
Y por consiguiente
.N’<dl+2d+4 =(d-+1)2
Pero evidentemente se tiene '

N = 6> d2;

luego siendo N' =6 > d2 y << (d + 1)?, su raiz cuadrada sera
d 6 estard comprendida entre d y d + 1, y por lo tanto la raiz
entera de las centenas N' del ntimero N serd igual 4 las dece-
nas d de la raiz cuadrada de dicho ntimero N, que es lo que se
queria demostrar.

Este principio se suele demostrar tambien del modo siguiente;
representando por d lag decenas de la raiz del nﬁmero N, se
tendra evidentemente

N=6>d2.100 y N<(d+4)2.400;
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por consiguiente el nimero N’ de centenas de N es por lo ménos
igual 4 d2 y menor que (d + 1)2; luego |/ W esta comprendida
entre d yd + 1, y por tanto la parte entera de la raiz-de N/,
que son las centenas del nimero N, es igual 4 las decenas d
de la raiz cuadrada de dighg niimero.

Secunpo. Si de un num®0 N se resta el cuadrado de las de-
cenas de su raiz cuadrada y se divide el nimero de decenas del
resto por el doble de la raiz hallada, el cociente que se obtenga
serd igual 6 mayor que la cifra de las unidades de dicha raiz.

En efecto, sea N un ndmero, d las decenas de su raiz cua-
-drada, vy » el ndmero que falta para completar la raiz, cuyo ni-
mero podrd ser entero 6 inconmensurable, segun que N sea 6 no
un cuadrado perfecto: de modo que se tendréd

N=@d.10+u2=4d2,100 + 2d .10 .5+ 42

Restando de estas dos cantidades lguales el cuadrado de las
decenas d2 . 100, serd

N—d2.100=24.10. u ¥
y representando por D las decenas de N — d2. 400, tendremos

D = 6> 2du,
segun &2 contenga 6 no decenas; luego

—;—)J— =6>u,
que es lo que se queria demostrar.

Probados estos dos principios, pasemos 4 la extraccion de la
raiz cuadrada, exacta 6 aproximada en ménos de una unidad, de
un namero mayor que 400.

280. Para extraer la raiz cuadrada ezacta 6 aprozimada
por defecto en ménos de una unidad de un nimero mayor que
100, se divide primero el numero en secciones o periodos de dos
cifras empezando por la derecha, siendo indiferente que el l-
timo de la izquierda no tenga mds que una; se halla la raiz
cuadrada entera de dicho periodo de la izquierda, y obtendre~
mos ast la primera cifra de la raiz ; se eleva dicha cifra al cua-
drado, y éste se resta del primer periodo de la izquierda.
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Al lado de la resta se baja el siguiente pertodo, y del nimero
que resulta se separa con una coma la primera cifra de la de-
~ recha, se divide lo que queda a la izquierda por el duplo de la
raiz hallada, y el cociente entero que se obtenga serd igual 6 ma-
yor que la sequnda cifra de la raiz, Para comprobar si la cifra
hallada es la verdadera, se pone % derecha del duplo de la
raiz, y st el producto de el nimero que resulta por la cifra.en
cuestion, se puede restar del resto obtenido anteriormente se-
guido del sequndo periodo, la cifra sera buena; pero si no se
puede restar, es seiial de que es mayor, en cuyo caso se va dis—
minuyendo de unidad en unidad, hasta que dicho producto se .
pueda restar.

Al lado de la nueva resta se baja el tercer pertodo, y hacien-
do lo mismo que en el caso anterior, hallaremos la cifra si-
gmente y ast se continda hasta encontrar la ultima cifra de la
raiz, que sera exacta, si el ultimo resto es cero, é mewacta en
el caso contrario.

Sea 11607649 el nimero cuya raiz cuadrada queremos ha-
llar; dispondremos la operacion del modo siguiente :

/11,60,76,49 |__ 3407
9 3 6k 6807 ;
26,0 <3 X<k X7,
25 6 9 256 47649
§7,6k,9| 26|6 4764 | 680
47649 21k 8 7
0

Siendo el namero propuesto mayor que 4100, su raiz cuadrada
es mayor que 10; por consiguiente el nimero de decenas de la
raiz serd, segun el primer principio, 1a parte entera de la raiz
del nimero 116076 que resulta de separar las dos primeras ci-
fras de la derecha.

El ntimero 446076 tambien es mayor que 100; el nimero de
decenas de su raiz cuadrada es, segun el mismo principio, la
parte entera de la raiz del nimero 1460 que resulta de separar
al anterior sus dos ultimas cifras de la derecha; y por ltimo,
el ndmero de decenas de la raiz cuadrada de 4460 seré la parte
entera de la raiz de 14, que segun el primer caso es 3, cuyo
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cuadrado 9 restado de 11 nos da de residuo 2: luego lo primero
que hay que hacer para extraer la raiz cuadrada de un nime-
ro, es dividirle en periodos de dos cifras principiando por la
derecha, siendo indiferente que el vltimo de la izquierda no
tenga mas que una,; se halla la raiz entera de este periodo de
la izquierda y obtendremos ast la primera cifra de la raiz; se
eleva dicha cifra al cuadrado y éste se resta del primer periodo.
_ De este modo se obtiene un resto 2 que seguido del periodo
siguiente 60 nos da el nimero 260, cuyas decenas 26 dividi-
das por el duplo 6 de la raiz hallada, que es el niimero de de~

cenas de /1160, nos da un cociente entero & que serd, segun
el segundo principio, igual 6 mayor que la cifra de las unidades
de dicha raiz. Sera mayor si la suma de las dos partes que que-
dan del cuadrado, que son el duplo de las decenas 3 por las uni- -
dades &, y el cuadrado de las unidades 42, no se puede restar
del resto 260 que se obtuvo al quitar del nimero 14160 el cua~
drado de las 3 decenas de la raiz, y serd la cifra buena si dicha
suma se puede restar ; pero siendo esta suma ’

2> 30>< &+ 42=60>< k + 42 = (60 + &) <4 =64 <4,

es decir, el producto de multiplicar el ndmero que resulta po—
niendo 4'la derecha del duplo de las decenas la cifra de las uni-
dades, por dicha cifra, se sigue que dajando al lado del resto
que se obtiene al restar del primer periodo de la izquierda, el
cuadrado de la primera cifra de la raiz, separando la primer
cifra de la derecha con una coma, y dividiendo lo que queda a
la izquierda por el duplo de la raiz hallada, el cociente que se
obtiene es igual 6 mayor que la sequnda cifra de la raiz: iqual
st el producto de mulliplicar el nimero que resulta poniendo 4
la derecha del duplo de la raiz la cifra en cuestion por dicha
cifra, se puede restar del resto obtenido anteriormente sequido
del segundo periodo, y mayor en el caso de no poderse hacer di-
cha resta. '

En el caso presente el citado producto es 256, el cual se puede
restar de 260, y esto nos prueba que la cifra 4 es la verdadera.

Colocando al lado del resto 4 el siguiente periodo 76 y sepa-~
rando la primera cifra de la derecha, obtenemos el nimero 47
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menor que el duplo 68 de la raiz hallada 3%, lo que prueba que
no hay unidades del orden siguiente en la raiz; es decir, que la
cifra inmediata es cero, y por tanto la parte entera de j/"146076
es 340, mimero que segun el primer principio es igual 4 las de-
cenas de la raiz del nimero propuesto 141607649,

Colocando 4 la derecha del ntmero 476 el siguiente periodo
49, separando la cifra 9 de la derecha y dividiendo el numero
4764 que queda 4 la izquierda, por el duplo 680 de la raiz ha-
llada, obtenemos el cociente entero 7, que colocado & la derecha
del duplo de la raiz y efectuando el producto del nlizero que re-
~sulta por el mismpo cociente 7, hallamos el niimero 47649, que

restado del resto anterior nos da la resta cero, lo cual nos prue-
ba que el numero propuesto 44607649 es un cuadrado perfecto,
-y que su raiz exacta es el nimero hallado 3407.
Con lo cual .queda justificada en todas sus partes la regla dada
para extraer la raiz cuadrada de un ntimero entero.
~ Del mismo modo hallaremos que la raiz entera del nimero
3847234 es 4883 dando un resto 1545; es decir, que se tendra

3547234 = 18832 -~ 1545.

Hé aqui los célculos de la operacion indicada:

L3

{/3,54,72,35 | 1883 :
A 28 368 3763
%A =<8 ><8 . X3
224 224 204k 11289

3 07,2 25|12 30736 4283|376

294 4 112 198 1853
T 12834 :
11289

1 545

Osservaciones. 4.* Dando el primer periodo de la izquierda
de los que forman el namero cuya raiz queremos hallar una ci-
fra de esta raiz, y obteniendo otra por cada uno de los restantes,
se signe que el namero de cifras de la raiz cuadrada de un na-
mero es igual 4 la mitad del nimero de cifras de dicho nimero
6 1a mitad més una, segun que tenga el nimero dado un nGme-
ro par 6 impar de cifras.



Y BAICES. 219

-2.* Cada uno de los restos que se obtienen en el procedimien-
to que se sigue en la extraccion de la raiz cuadrada, es menor
que el doble de la raiz hallada més la unidad; si no lo fuese se-

“ria sefial que la cifra anteriormente hallada era menor que la
verdadera, lo cual probaria un error en los célculos.

3.* Cuando algunas de las divisiones de las que se practican
para hallar las diferentes cifras de que se compone la raiz, diese
un cociente mayor que 9, como.ha sucedido en el segundo ejem-
plo, se principian los ensayos por la cifra 9, pues si pudiera ser
el ndmero de unidades del orden siguiente mayor que 9, seria
sefial que la parte de la raiz hallada era menor que la verdadera,
lo cual es imposible si se han hecho bien los calculos.

* b.* Puede suceder, como en el primer ejemplo que hemos
considerado, que alguno de los dividendos de las divisiones que

-ge practican sea menor que el divisor, en cuyo caso la cifra que
sigue en la raiz es cero, y el resto correspondiente 4 esta cifra
es el anteriormente hallado seguido del periodo siguiente, de
modo que se continuara la operacion bajando un nuevo periodo
y siguiendo la regla general.

284. Si el dltimo resto hallado en la extraccion de la raiz
cuadrada de un nimero, es iqual 6 menor que la raiz obtenida
por el procedimiento indicado, dicha raiz se diferenciard por
defecto de la verdadera en ménos de media unidad ; y si es ma-
yor, la citada raiz aumentada en una unidad ewpresard el va-
lor de la verdadera aprozimada por exceso en ménos de media
unidad.

Sea N un ntimero, @ su raiz cuadrada entera hallada segun
1a regla (280), y R el residuo final obtenido. Tendremos

N=a2+R;
siR=0<a N=o0<a’+a,
Y por consiguiente |

N<aﬁ‘+a+—4-—<a+—4~)2
A 2

Pero por otra parte se tiene
N> a2
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. 2
luego N>a?y <<a+i2),
de donde V'N>ay<a+%;

v por tanto la diferencia entre |/ N y a es menor que —;—, que

es lo primero que se queria demostrar.
Si R > a valdrd por lo ménos a + 1, puesto que R es entero,

y se tendréd
N_6>a2+a+4,

Y por consiguiente B
4 1\2
2 L. =
| N>a+a+ 3 -(a+ 2).
Pero por otra parte se tiene
N<(@+1)?
‘ ' 2
luego N estd comprendido entre (a -+ %) y (@ + 1)2, de don-
de se deduce que
t/ﬁ>a+—;— Yy <a-+1,

y por consivuieute a + 1 se diferencia por exceso de /N en

ménos de —, que es o segundo que se queria demostrar

LECGION XXXII.

Extraccion de la raiz cuadrada de un nimero entero 6 fraccionarios en ménos de
una cierta idad. — Extraccion de la raiz cuadrada de una decimal. — Exirao-
cion de la raiz cuadrada de un quebrado.

Extraccion de la raiz cuadrada de un numero entero 6 fraccionario
en ménos de una cierta cantidad.

282. Para extraer la raiz cuadrada de un nimero entero o

fraccionario én ménos de una cierta cantidad -:T, se multipli-
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ca dicho nimero por el cuadrado del denomsnador n, se extrae
del producto la raiz apro:vimada en ménos de una unidad, y el
resullado se mrte por el mimero n.

Sea N un nimero entero 0 fracciqnario del cual queremos
extraer la raiz cuadrada aproximada en ménos de la canti-

1
dad ry
Representemos por % Y ﬂ;’;—l dos niimeros que compren—

dan 4 la raiz cuadrada de N; es decir, que se tenga
— A —
T<VN y ZE>yT.

Elevando al cuadrado, se tendra

(@+1)2

>N

z2
. ) <N
de donde .
2<Nn2 y (z+1)2>Nn2

y extrayendo la raiz cuadrada en ménos de una unidad,
s<V/ N y o+1>) N

lo que prueba que z es la raiz entera del producto del nime-
ro propuesto N por el cuadrado del denominador n#; y como
r _z+1

n n

n
comprenden 4 la raiz de N, la diferencia que hay entre uno de

. . 1
son dos nimeros que se diferencian en - ¥ que

. . A T .
ellos y dicha raiz es menor que w luego - expresa el valor

de /N con la aproximacion pedida, lo cual estd conforme con
el enunciado de 1a regla.
DE otRO MoDO. Siendo como antes N el niimero cuya raiz cua-

; 1 .
drada queremos hallar en ménos de e tendremos evidente-

mente
Nn?

N=-—5 2
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. Extrayendo la raiz cuadrada aproximada en ménos de una
unidad del numerador Nn? y representandola por r, se tendrd

‘ r2<<Nn? y .(r+4)2>Nn?;»7’.R
de donde .
Y conio — y (r+4')2 son los cuadrados respectivos de %
y r+4 , se tendréd

-

r - r-+1
T<VNy —,‘,_ > |/'N;
donde vemos que la raiz de N estd comprendida entre las frac-

r r+4
cmnes—y

diferentes en —:‘—; luego' tomando el valor
de una de ellas por el de dicha raiz, el error que se comete es

|
menor que —-.

Sea, por ejemplo, extraer la raiz cuadrada en ménos de A

25
del ndmero 37. ,

El cuadrado del denominador 25 es 625; el producto de 37
por el cuadrado del denominador es 23425; la raiz cuadrada en-
tera de dicho producto es 452: luego la raiz aproximada en mé-
nos de —ng del nimero 37 es %12 =6 225

El cuadrado de l1a unidad seguida de un cierto nimero de ce-
ros siendo igual 4 la unidad seguida de un némero doble de ce-
ros, y obteniéndose el producto de un nimero entero cualquiera .
por la unidad seguida de ceros, colocando dichos ceros 4 la de-
recha del nimero, se sigue que para extraer la raiz cuadrada
de un entero en ménos de una unidad de un cierto orden deci—
mal, se escriben & la derecha del mimero tantas veces dos ceros
como nos expresa el drden decimal de la aprozimacion, se ex-
trae la raiz cuadrada del nimero que resulta, y se separan en
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la raiz tantas'cifras decimales como pares de ceros se esori-
bieron.

Asi, 1a raiz cuadrada de 3 aproxunada en ménos de una mi-
lésima, se obtendré extrayendo la raiz cuadrada de 3 00 00 00
y separando en dicha raiz tres cifras decimales.

La raiz de 3 00 00 00 es 1732; luego la raiz de 3 aproxxmada
en ménos de upa milésima es 4,732. 5

(4
Extraccion de la raiz cuadrada de una decimal.

283. Para extraer la raiz cuadrada de una decimal, se hace
que el nimero de cifras dectmales sea par y doble del que ha de
tener la raiz, para lo cual se escribirdn ceros d la derecha st
[uese necesario, se extrae la raiz cuadrada del mimero que re~
sulta prescindiendo de la coma, y del resultado sé separa un ni-
mero de cifras decimales mitad del que tiene el mimero del cual
se ha extraido la raiz.

Sea el namero 3,235 cuya raiz queremos hallar aproximada
en ménos de una centésima.

Multiplicando el niimero por el cuadrado de 4100, queda re-
ducido 4 extraer la raiz cuadrada de 32350, la cual es 479, y
por consiguiente separando de dicha raiz dos cifras decimales,
tendremos la del nimero propuesto: luego la raiz de 3,235 apro-
ximada en ménos de una centésima es 4,79.

Extracoion de la raiz cuadrada de un quebrado.

28%. En la extraccion de la raiz cuadrada de los quebrados
distinguiremos tres casos: 1.°, que los dos términos del quebra-
brado cuya raiz se quiere extraer, sean cuadrados perfectos;
2.°, que sélo sea cuadrado el denominador; y 3.°, que ninguno
de los dos términos sea cuadrado perfecto.

PriMER cAso. Para extraer la raiz cuadrada de un quebrado
cuyos dos términos son cuadrados perfeetos, se extraen las rai-
ces cuadradas de dichos términos.

Asi, la raiz de bﬂ es b porque( ) bﬂ'
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Del mismo modo se hallard la raiz del quebrado siguiente:

20 el M

—— . e ——

NEk I/m 12°

SEGUNDO' CASO. Para extraer la raiz cuadrada de un que-
brado cuyo denominador es un cuadrado perfecto, se extrae la
raiz entera del numerador, y ésta se parte por la exacta del de-
nominador. :

Sea % la fraccion cuya raiz queremos hallar. Representan—

do por r la raiz entera del numerador «, éste estara compren—
dido entre 72 y (r + 4)2; por consiguiente el quebrado lo estara

2
entre —Z-T y (r —Ib;l) » ¥ la raiz de dicho quebrado ‘se hallara

comprendida entre T Y —r—_*b'— ; de modo que 77 nos expresa el

valor de la raiz de Tag_ aproximada en ménos de —;’-

433

Asi, la raiz del quebrado ! con un error menor

ThE 5712
que - !
12°
Si se quisiése mayor grado de aproximacion, se hallaria como
se ha dicho ya (282).

TERCER CAso. Para extraer la raiz cuadrada de un quebrado
cuyos términos no son cuadrados perfectos, se hace que lo sea
el denominador multiplicando ambos por dicho denominador, y
se extrae la raiz cuadrada como en el caso anterior.

Asi, la raiz cuadrada del quebrado -:— cuyos términos no son
cuadrados perfectos, se reduce 4 la de la fraccion equivalen-
te —Z%; de modo que representando por r la raiz del numerador
ab, tendremos que la raiz del quebrado propuesto sera la del se-

-

gundo, es decir, %
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OnservacioN 4.* Siel genominador b estd compuesto de facto-

res de los cuales unos son cuadrados perfectos y otros no, se po-

dra trasformar la fraccion propuesta en otra cuyo denominador

sea un cuadrado perfecto, multiplicando 4mbes términos por el
producto de los factores que no sean cuadrados.

Iem 2.* Si la raiz del numerador se extrae con un cierto gra-

T . " . .
do de aproximacion o la raiz del quebrado vendra aproxima-

, 1 * " r . .
_da en ménos de e En efecto, siendo ry la raiz aproximada

del numerador ab, dicho numerador estara comprendido entre
2
(%) Y (r + ) -por consiguiente el quebrado lo estard

G), (5

; Y su raiz se hallard comprendida

entre

r r+4

eftre — y —+—, 6 lo que es lo mismo, entre —— y
b b ’ ’ " nb

r—44
nb ’

r . . . , 4
luego F % diferencia de la raiz verdadera en ménos de e

que es lo que se queria demostrar.

Si quisiéramos obtener la raiz de un quebrado eon una cierta
aproximacion decimal, se prineipiaria por convertirle en frac-
cion decimal, determinando un nimero de cifras decimales do—
ble del que ha de tener la raiz, la cual se extrae como ya se ha
dicho (269).

LECCION XXXIII.

. Formacion del cubo de los nimeros enteros. — Extracclon de la raiz ctbica
de los niimeros enteros.

Formacion del cubo de los niumeros enteros,

285. De la definicion de potencia se deduce que para elevar
un numero al cubo, basta repetirle tres veces por factor, Yy por
consiguiente los cubos de los diez primeros némeros somr:



236 POTENCIAS
Nimeros. 4 2 3 & 5 g 7 8 9 40
Cubos. i 8 27 64 125 216 343 5142 729 1000

Como el cubo de otro numero entero cualquiera se obtendria
tambien repitiéndole tres veces por factor, la cifra de sus uni-
dades sera una de las en que terminan los cubos anteriores. Asi,
los cubos de los ndmeros que terminan en las cifras 1, 4, 5, 6,
9 6 0, son terminados tambien en las mismas cifras; Y si los nd-
meros enteros terminan en una de lagecifras 2, 3,7 u 8, sus cu-
bos terminarén-en 8, 7,3 6 2.

- Del principio (267) se deduce que todo nimero divisible por

un factor primo, no podra ser un cubo perfecto si no es divisible
tambien por el cubo de dicho nlimero primo: y en general si un
nimero es divisible por una potencia de un factor primo, no po-
dra ser cubo perfecto dicho numero, si no es el exponente de la
potencia citada un mdltiplo de 3. Asi, todo nimero par que no
sea divisible por 8, no podr4 ser un cubo perfecto; y todo nime-
ro que termipe en ceros, no podré serlo tampoco como éstos no
sean en un multiplo de 3. En efecto, si no terminase en un ni-
mero de ceros miltiplo de 3, los factores 2 y 5, 6 uno de ellos
por lo ménos, vendria elevado & una potencia cuyo exponente
no seria multiplo de 3, y por consiguiente el numero no podria
ser cubo perfecto segun se ha dicho ya (267 cons.).

286. El cubo de un mimero descompuesto en dos sumandos,
se forma de la suma de cuatro partes: cubo del primer suman—
do, triplo del cuadrado del primero por el sequndo, triplo del
primero por el cuadrado del segundo, y cubo del sequndo.

Sea N un nimero descompuesto en dos sumandos a y b; de
modo que se tiene N = a + b; y por consiguiente

N3 =(a+bp=(a+b)(a+b)(a+b) = (a+b2(a+b=
(a'2+ 2 ab + b?) (a + b) = a3+ 2 a2b + ab? + a2 ab®+
B =a%+3a2%+43ab2+ 05,
0 lo que es lo mismo
N3 = (a + )5 = a3 +3 a%b - 3 ab2 - 13;

que es lo que se queria demostrar.
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287. La diferencia de los cubos de dos nimeros diferentes
en una unidad, es el triplo del cuadrado del mimero menor,
mds el triplo de dicho nimero menor, mas la unidad.
En efecto, sean los niimeros d y d + 4 cuyos cubos respecti-
vos son d3 y (d + 1)3, y por consiguiente su diferencia sera

(@415 —d5 =B + 3d2+ 3d + 4 — d5= 3d2 + 3d 41,

que es lo que se queria demostrar.

De aqui se deduce: 4.°, que los cubos de los nimeros enteros
consecutivos se van diferenciando cada vez mas 4 medida que
dichos nimeros aumentan; 2.°, que si al cubo de un niimero se
le aflade una cierta cantidad menor que el triplo del cuadrado
de dicho nlimero, mas el triplo del mismo nimero mas la unidad,
el resultado serd menor que el cubo del nimero entero siguiente;
Yy 3.°, que si se tiene el cubo de un nimero entero, se obtendréd
el cubo del numero siguiente, aumentando al primero el triplo
del cuadrado de dicho nimero, mds el triplo del mismo nimero,
mas la unidad.

¢

Extraccion de la raiz cubica de los numeros enteros,

288. La extraccion de la raiz ctbica es el andlisis de la ele-
vacion al cubo, y tiene por objeto, dado un nimero, hallar otro
que elevado 4 la tercera potencia nos reproduzca el primero. El
namero que se nos da se considera como una potencia cuya raiz
es el numero que se busca.

La extraccion de la raiz cibica se indica con el signo radical

/" bajo del cual se pone la cantidad cuya raiz queremos
hallar, y el indice que expresa que la raiz es cubica, se escribe
en la abertura del signo.

Sedlce que un nimero entero es cubo perfecto, cuando hay
otro numero entero que elevado & la tercera potencia nos repro-
duce el primero.

289. La raiz cubica de un nimero entero que no es un cubo
perfecto, es un mimero inconmensurable.

La demostracion la misma que se did en la raiz cuadrada (278).

Raiz ctibica entera de un nimero que no es cubo perfecto, es

17
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el mayor niimero entero cuyo cubo se puede restar del nﬂmero
dado.

En la extraccion de la raiz ctbica de un nimero, ‘distingnire-
mos dos casos: 1.°, que el nlimero cuya raiz cabica queremos
hallar no pase de 1000; y 2.°, que sea mayor que 4000.

Para extraer la raiz cibica de un nimero menor que 1000,
conviene saber de memoria los cubos de los nueve primeros ni-
meros (285): porque el nimero que se nos dé, 6 serd uno de es-
tos cubos, en cuyo caso su raiz es conocida; 0 estard compren—
dido entre dos, y por lo tanto su raiz lo estard entre las de estos
. mimeros; de modo que tomando por raiz la del cubo menor, se

tendrd la raiz entera del nimero propuesto, que se diferenciara
de la verdadera en ménos de una unidad. Asi, la raiz cibica de
542es 8, yla de 458 es 7, puesto que £58 estd comprendido en-
tre 343 y 512, cuyas raices respectivas son 7 y 8; luego la raiz
entera de 458 es 7. '

. 290. La extraccion de la raiz ciibica de un nimero mayor
que 1000, estd fundada en los dos principios siguientes:

Privero. La raiz cibica entera de los millares de un ni-
mero, es exactamente igual G las decenas de la raiz de dicho
nimero.

Sea N un nimero y N' sus mnllares representemos por d las
decenas de la raiz cibica de N, y por « todo lo que le falta &
la raiz, que podra ser un nimero entero 6 inconmensurable, pero
siempre menor que 40; de modo que se tendra

N=(d.10+upP=d3.4000+3d2.400.% +3d.10 . u2+u3:
siendo N’ el nimero de millares de N, sera |

3d2.100.u - 3d.40.42 + u3 _
1000 ’

y como % es siempre ménor que 40, se tendrd .

3d2.400.u+3d.40.u2 44> _ 3d2. 1000+ 3d.1000 +1 000 __
1000 < 1000
3d2 +3d +1,

N=0<d34

Y por consiguiente
N < d3 4 3d2+3d+4 —(d+4)3
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* Pero evidentemente se tiene

. N=6>d3

luego siendo N’ =6 > d3 y < (d + 1)3, su raiz clibica serd d
0 estard comprendida entre d y d + 1, y por tanto la raiz entera
de los millares N’ del nimero N, ser4 igual & las decenas de la
raiz clbica de dicho numero N, que es lo que se queria de-
mostrar. _

Tambien se demuestra este principio del modo siguiente: re-
presentando por d las decenas de la raiz del nimero N, se ten-
dra evidentemente

N=6> d5.4000 y N < (d +1)3.4000; '

por consiguiente, el numero N’ de 'millares de N es por lo ménos
d3 y menor que (d - 1)3; luego la raiz cibica de N’ es por lo
ménos d y no llega 4 valer d + 1, y por tanto la parte entera.
. de dicha raiz es el nimero d de decenas de la raiz cibica del
nimero N, que es lo que se queria demostrar.

SecuNpo. Si de un numero se resta el cubo de las decenas de
su raiz cubica y se divide el niumero de centenas del resto por
el triplo del cuadrado de las decenas de la raiz, el cociente que
se oblenga es igual 6 mayor que la cifra de las unidades de
dicha raiz.

En efecto, sea N un numero, d las decenas de su raiz cabica,
Y « el namero que falta para completar la raiz, el cual podra
ser emtero 6 inconmensurable, segun que N sea 6 no un cubo
perfecto: de modo que se tendré

N=(d. 10+ )3 =d3.1000 + 3d2.100. % + 3d.40. 42 + u3.

Restando de estas dos cantidades iguales el cubo de las dece-
nas d3 . 1000, serd

N—d3.1000 =3d2. 400 .4 + 3d . 10 , 42445,

y representando por C las centenas de N — d3. 4000, se tendrd
C=0> 3d%,
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segun que las dos partes restantes 3d. 10.u2 + u3 contengan

0 no centenas; luego .

C
3 T i>
que es lo que se queria demostrar.

Probados estos dos principios, pasemos 4 la extraccion de la
raiz clibica exacta 6 aproximada en ménos de una unidad de un
nimero mayor, que 1000.

294. Para extraer,la raiz cubica exacta ¢ aproximada en
ménos de una unidad de un mimero mayor .que 1000, se divide
primero el mimero en secciones 6 periodos de tres cifras prin-
cipiando por la derecha, siendo tndiferente que el dltimo de la
1zquierda’ tenga solamente una 6 dos; se extrae la raiz cibica
del primer periodo de la izquierda, y obtendremos ast la pri-

-mera czfra de la raiz; se eleva al cubo dicha cifra, y éste se res-
_ ta del primer periodo de la izquierda.

Al lado de la resta se baja el siguiente perlodo, y del numero
que resulta se separan con una coma las dos cifras de la dere-
cha, se divide lo que queda 4 la isquierda por el triplo del cua-
drado de la raiz hallada, y el cociente entero que se obfenga
serd tgual 6 mayor que la sequnda cifra de la raiz. Para com-
probar si la cifra hallada es la verdadera, se suman el triplo
del cuadrado de las decenas por la cifra hallada, el triplo de
las decenas por el cuadrado de dicha cifra, y el cubo de la mis-
ma, y si esta suma se puede restar del resto obtenido anterior-
mente sequido del segundo periodo, la cifra sera buena; pero
8t no se puede restar, es seiial de que es mayor, y entdnces se
le disminuye de unidad en unidad, hasta que dicha suma se
pueda restar.

Al lado de la nueva resta se baja el tercer periodo, y hacien-
" do lo mismo que en el caso anterior, hallaremos la cifra si-
guiente; y ast se contintia hasta encontrar la dltima cifra de la
Taiz, que serd exacta si el ultimo resto es cero, é inexzacta en
el caso contrario.

Sea £1421736 el niimero cuya raiz cibica queremos hallar;
dispondremos la operacion del modo siguiente:
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3 S
'V HLE20,736 | 346 ,
o7 3 3 3% ETA
1% 5,21 3 34 3
108 9 « 9 136 102
1 k4 3 16 102 36
64 7 Thkk 1156 612
A7 7,36 & 3 306
20800 |08 3568 3672
36172 6
2146 20808
0000000 —zr 727 20077 | 3568
9|5 269 | 6

Siendo el nimero propuesto mayor que 41000, su raiz cibica
es mayor que 10; por consiguiente el nimero de decenas de la
raiz serd, segun el primer principio, la parte entera de la raiz
del ntmero 41424 que resulta de separar las tres primeras ci-
fras de la derecha. »

El nimero 41421 tambien es mayor que 1000; el nimero de
decenas de su raiz cibica es, segun el mismo principio, la parte
entera de la raiz de 44, la cual es, segun el primer caso, 3,
cuyo cubo 27 restado de 41 nos da de residuo 4 4: luego lo pri-
mero que hay que hacer para extraer la raiz cibica de un ni-
mero, es dividirle en secciones 6 periodos de tres cifras prin-
cipiando por la derecha, siendo tndiferente que el wltimo no
contenga mas que una 6 dos; se halla la raiz entera de este pe-
riodo de la izquierda, y obtendremos ast la primera cifra de la

raiz; se eleva dicha cifra al cuadrado, y éste se resta del pri-
mer pertodo.

De este modo se obtiene un resto 14 que seguido del periodo .
siguiente 421 nos da el nimero 14421, cuyas centenas 144 di-
vididas por 27, triplo del cuadrado de la raiz hallada, que es el
numero- de decenas de la raiz cabica de 41421, nos da un co-
ciente entero 5 que serd, segun el segundo principio, igual 6
mayor que la cifra de las unidades de la raiz cubica de 41421;
serd mayor (*) si la suma de las tres partes que quedan del

(*) Tambien se puede comprobar la cifra de las unidades de la raiz
de un numero, elevando al cubo toda la raiz hallada; y si este cubo se
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cubo, & saber: el triplo del cuadrado de las decenas 3 por las
unidades 5, mds el triplo de las decenas por el cuadrado de las
unidades, més el cubo de las unidades, no se puede restar del
resto anteriormente obtenido segnido de un perfodo; y serd la
cifra buena si dicha suma se puede restar; luego ba]ando dla
derecha del resto que se obtiene al restar del primer periodo
de la izquierda, el cubo de la primera cifra de la raiz, sepa-
rando las dos primeras cifras de la derecha con una coma y
dividiendo lo que queda & la izquierda por el triplo del cua-
drado de la raiz, el cociente que se obtiene es tquadé mayor
que la sequnda cifra de la raiz; iqual si la suma del triplo
del cuadrado de la raiz hallada por la cifra en cuestion, mas
el triplo de la raiz por el cuadrado de dicha cifra, mas el cubo
de la misma, se puede restar del resto obtenido anferiormente
sequido de un periodo, y mayor st dicha resta no puede efec~
tuarse.

En el caso presente esta suma no puede restarse, por lo que
se rebaja una unidad al 5, y comprobado el 4 hallamos las tres
partes 108 centenas, 144 decenas y 64 unidades, cuya suma
restada del resto anterior seguido del segundo periodo, es decir,
de 14421, obtenemos el nuevo resto 2417; lo cual prueba que
la cifra & es buena.

Colocando al lado del resto 2417 el siguiente periodo 736, se-
parando los dos cifras de la derecha y dividiendo por el triplo
del cuadrado 3468 de la raiz hallada, obtenemos el cociente en-
tero 6, el cual comprobado nos da la suma de las tres partes
20808 centenas, 3672 decenas y 246 unidades, cuya suma res-
tada del resto anterior seguido del ultimo periodo, es decir, de
2417736, nos da el resto cero, lo cual nos prueba que el na-

" mero propuesto 41421736 es un cubo perfecto, y que su raiz
exacta es 346.

Con lo cual queda justificada, en todas sus partes, la regla

dada para extraer la raiz cibica de un nimero entero.

puede restar del nimero propuesto, la cifra sera buena, y no lo scra en
el caso de no poderse restar, en cuyo caso se rebaja la raiz de unidad
¢n unidad hasta que dicha resta pueda efectuarse.
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_ Del mismo modo se vera que la raiz cibica entera del nime-
ro 84570327 es 438, dando un resto 542655, es decir, que

84570327 — £383 4 B542655.
Hé aqui los cdlculos de la operacion indicada.

y/ 85,570,327 |__ 438
64 i 3 i3 i3
205,70 & 3 3 - 3
14 & T 12 199 129
108 3 9 172 6k
27 A8 108 . 1849 516
50633,27 | 3 3 Tk
4 4 376 144 5547 8256
- 825 6 8
b2, 55376
5426 85 | " o085 T 48 50633 | BBET
13 % 740 | 9

OsskervacioNes. 1.° Dando el primer periodo de la izquierda
de los que forman el nimero cuya raiz queremos hallar una
cifra de esta raiz, y obteniendo otra por cada uno de los res-
tantes, se sigue que el nimero de cifras de la raiz ctibica de un
numero es igual al nimero de periodos de tres cifras en que se
descompone, pudiendo tener el tltimo una 6 dos solamente.

2.* Cada uno de los restos que se obtienen en el procedi-
miento de la raiz cibica es menor que el triplo del cuadrado
de la raiz hallada, m4s el triplo de dicha raiz, més la unidad;
si no lo fuese seria sefial que la cifra hallada anteriormente era
menor que la verdadera, lo cual probana un error en los
calculos.
~ 3.* Cuando alguna de las divisiones de las que se practican
para hallar las diferentes cifras de que se compone la raiz, diese
" un cociente entero mayor que 9, se principiardn los ensayos por
la cifra 9; porque si pudiera ser el nimero de unidades del drden
sigaiente mayor que 9, seria sefial que la parte de la raiz ha-
llada era menor que la verdadera, lo cual es imposible si se han
hecho bien los célculos.’

%.* Puede suceder que alguno de los dividendos de las divi-
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siones que se practican, sea menor que el divisor correspon-
diente, en cuyo caso la cifra que sigue en la raiz es cero, y el
resto correspondiente 4 esta cifra es el apteriormente hallado
seguido del periodo siguiente, de modo que se continuard la
operacion bajando un nuevo perfodo y siguiendo la regla ge-
neral.

LEGCION XXXIV.

Extraccion de la raiz cibica de un nimero entero 6 fraccionario en ménos de una
cierta cantidad. — Exmeclon de la raiz cabica de una decimal — Extraccion de
la raiz cibica de un quebrado.

Extraccion de la raiz cubica de un numero entero 6 fraccionario
en ménos de una ocierta cantidad.

292. Para extraer la raiz cubica de un nimero entero ¢
fraccionario en ménos de una cierta cantidad - % multiplica

dicho nimero por el cubo del denominador n, se extrae del
producto la raiz cubica entera, y el resultado se parte por el ni-
mero n.

Sea N un numero entero 6 fraccionario del cual queremos ex-

traer la raiz cﬁbwa aproxxmada en ménos de la cantidad 7.

w-l—

Representemos por —Y dos numeros que compren-

dan 4 la raiz cabica de N, es declr, que se tenga
3, ] 3
-2—: <V'N vy g -: >V'N;

elevando al cubo, sera

3 3
%5—<N Y —(w——:—‘)—>.N;

de donde
B<Nnd y (@+1p3>Nn3;
y extrayendo la raiz cibica en mépds de una unidad,

s<VNE ¥ z-+1>p 5
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lo que prueba que z es la raiz cabica entera del producto del
némero propuesto N por el cubo del denominador n; y como
z x+1

n
prenden 4 la raiz cibica de N, la diferencia que hay entre uno

R . . A :
son dos niimeros que se diferencian en - ¥ com-

de ellos y dicha raiz es menor que —1—; luego % expresa el va-

lor de la raiz cabica de N con la aproximacion pedida, lo cual
estd conforme con el enunciado de la regla.
DE orro movo. Siendo como édntes N el ntmero cuya raiz

o . A .
clibica queremos hallar en ménos de e tendremos evidente-

mente Nos
’ n
N= 5
extrayendo la raiz cublca aproximada en ménos de una unidad
del numerador Nn3 y representindola por r, se tendrd

rP<<Nnd y (r+153>Nn3;
de donde '

(r+4)

—";—<N >N;

r3 r4+13 - . r
Y como —= Y —(—7”5—)— son los cubos respectivoy de R

ii'—, se tendrd

3
-:—.-<VW. Y

donde vemos que la raiz cubica del nimero N estd comprendida
r—+4 '

entre las fracciones % Y diferentes en in; luego toman-
do el valor de una de ellas por el de dicha raiz, el error que se

comgte es menor que. —:—;

Sea, por ejemplo, extraer la rai; cabica en ménos de -2—%

del ntimero 2.
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El cubo del denominador 25 es 16625, el producto de .2 por
el cubo del derominador es 31250, la raiz cibica entera de di-
cho producto es 34 ; luego la raiz gibica aproximada.en ménos
de L del niimero 2, es %_4 S

Slendo el cubo de la unidad seguida de un cierto nimero de
ceros igual 4 la unidad seguida de un ndmero triplo de ceros,
y obteniéndose el producto de un nimero entero cualquiera por
la unidad $eguida de ceros, colocando dichos ceros 4 la derecha
del ndmero, se sigue que, para extraer la raiz cubica de un
entero en ménos de una unidad de un cierto orden decimal, se
escriben @ la derecha del nimero tantas veces tres ceros como
nos expresa el orden decimal de la aproximacion, se exirae la
raiz cibica del nimero que resulta y se separan en la raiz tan-
tas cifras decimales como grupos de tres ceros se escribieron.

Asi, la raiz cabica de 3 aproximada en ménos de una centé-
sima, se obtendra extrayendo la raiz cubica entera de 3 000 000
y separando en dicha raiz dos cifras decimales.

La raiz cubica entera de 3 000 000 es 154; luego la raiz de
3 aproximada en ménos de una centésima es 1,54.

Extraccion de la raiz cibica de una decimal.

] N .

293. Para exiraer la raiz cibica de una decimal, se hace
que el mimero de cifras decimales sea miltiplo de 3 y triplo
del que ha de tener la raiz, para lo cual se escribirdn ceros @
la derecha si fuese necesario, se extrae la raiz cibica entera
del mimero que se obtiene prescmdzendo de la coma, y del re-
sultado se separa un wimero de cifras decimales i yual al tercio
del que tiene el mimero del cual se ha extraido la raiz.

Sea el numero 3,2 cuya raiz queremos hallar aproximada en
ménos de una centésima. }

Multiplicando el nimero por el cubo de 100, queda reducido
4 extraer la raiz cabica entera de 3 200 000, la cual es 147; y
por consiguiente separando de dicha raiz dos cifras decimales,
tendremos la del ndmero propuesto: luego la raiz cibica de 3,2
aproximada en ménos de una centésima es 1,47.
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Extraccion de la raiz cubica de un quebrado.

29%. En la extraccion de la raiz clibica de los quebrados dis-
tinguiremos tres casos: 4.°, que los dos términos del quebrado
cuya raiz se quiere extraer, sean cubos perfectos; 2.°, que sblo
sea cubo perfecto el denominador; y 3.°, que ninguno de los dos
términos lo sean.

PriMER caso. Para extraer la raiz cibica de un quebrado
cuyos dos términos son cubos per fectos, se extraen las raices ci-
bicas de dichos términos.

Asf, la raiz cibica de ﬁ s b ; porque (b) -Z—:.

~ Del mismo modo se verd que

/1330 V’4334 _n

78~ i 12

Secunpo cAso. . Para extraer la raiz cubica de un quebrado
cuyo denominador es un cubo perfecto, se extrae la rasz entera
del numerador, y ésta se parte por la ezacta del denominador.

Sea % la fraccion cuya raiz queremos hallar. Representando

por r la raiz entera del numerador a, éste estard comprendide
entre r3 y (r -+ 4)3; por consiguiente el quebrado lo estard en-

3 )5
tre ;;3 Y _(r_—g;_d)_’ y la raiz de dicho quebrado se hallard

.comprendida entre —:— Y r—';’i; de modo que —Z— nos expresa

el valor de la raiz de - aproximada en méros de %

1,5
1341, 1 1
Asi, 1a raiz cﬁhwa del quebrado 798 © g °on un error
menor que :2

Si se quisiera mayor grado de aproximacion, se hallaria como
se ha dicho ya anteriormente (292).
TERCER CAso. Para extraer la raiz cubica de un quebrado

N
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cuyos términos no son cubos per fectos, se hace que lo sea el de-
nominador multiplicando ambos por el cuadrado de dicho de-
nominador, y se extrae la raiz cubica como en el caso anterior.

Asi, la raiz cibica del quebrado -:— cuyos términos no son cu-

2
bos perfectos, se reduce 4.1a de la fraccion equivalente % ; de

modo que representando por r la raiz del numerador ab2, ten-
dremos que la raiz del quebrado propuesto seré la del segundo,

N
es decir, —b-?

Osservacion. Si el denominador b estd compuesto de factores
de los cuales unos son cubos perfectos y otros no, se podra tras-
formar la fraccion propuesta en otra cuyo denominador sea un
cubo perfecto, multiplicando 4mbos términos por la primera po-
tencia de los factores que en b se hallen elevados al cuadrado,
y por el cuadrado de aquellos que lo estén 4 1a primera.

Sea, por ejemplo, la fraccion 53074
mos hallar. Segun la regla general se reducird la operacion a
9398592
o T(BORF
observacion, serd més sencillo multiplicar los dos términos de
. la fraccion propuesta, por los factores 3 y 72, quedando la cues-
5437
1G5
Si la raiz del numerador se extrae con un cierto grado de

cuya raiz clibica quere-

extraer la raiz cubica de la fraccion ; pero segun esta

tion reducida 4 extraer la-raiz cubica de o=

aproximacion ‘T’ la raiz del quebrado vendrd aproximada en
ménos de —;;— Erefecto, siendo -%la raiz aproximada del nu-

. , . r\3
merador ab?, dicho numerador estard comprendido entre (-;;)

Y (r -: 450; por consiguiente el quebrado lo estard entre

(5 (=)

F5 Y su raiz se hallard comprendida entre
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r—+4 |
n . ror+1
Y5 3 6 1o que es lo mismo, entre Wy wh lue-

v
n

8o —% se diferencia de la raiz verdadera en ménos de % , que

s lo que se queria demostrar

Si quisiéramos obtener 1a raiz de un quebrado con una cieita
aproximacion decimal, se principiara por convertirla en fraccion
decimal y determinar un nimero de cifras decimales triplo
del que ha de tener la raiz, la cual se extrae como ya se ha di-
cho (293).

LECCION XXXV.

De las raices en general. — Célculo de radicales numéricos.

De las raices en general.

295. Ya hemos visto que una raiz de un nimero se denomina
segunda 0 cuadrada, tercera 6 cabica, cuarta, y en general ené-
sima, segun que haya de elevarse al cuadrado, cubo, cuarta y
en general enésima potencia para que reproduzca dicho nimero.

Para indicar la raiz enésima de un namero se usa el signo ra-

dical 1"/ " en cuya abertura se coloca el niimero n que se lla-
ma indice ¢ grado de la raiz.

Cuando el indice es 2 se suprime, y al decir 6 expresar sola~
mente la raiz de un nimero se sobreentiende es la cuadrada.

Si un nmero entero no tiene raiz enésima exacta en nimeros
enteros, tampoco la tiene fraccionaria: dicha raiz es inconmen~
surable. Lo mismo sucede si el nimero es fraccionario, que 8i
no tiene raiz enésima exacta fraccionaria tiene que ser incon-
mensurable. Se demuestra del mismo modo que para la raiz
cuadrada (278).

296. La raiz enésima de un producto es igual al producto
de las raices enésimas de los factores.

Sea la raiz enésima del producto abe, y vamos & demostrar
que v

Vabe=ya x<V§ xye .
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En efecto, segun el princfpio (267), se tiene

(V?xf/_b"xf/—c'):'=abc;

luego |/ @ <}/ B < /¢ es la raiz enésima del producto
abc, que es lo que se queria demostrar.

297. La raiz enésima de un cociente es igual al coctente de
las raices enésimas del dividendo y divisor.

Sea %— =), de donde a& = bQ.

Segun el principio anterior, se tiene
Va=VT=VT,
v dividiendo por /T ser4

Va_»
VT VQ"

que es lo que se queria demostrar.

ConsEcuenciA. La raiz enésima de una fraccion, es igual al
coctente de las raices enésimas de sus dos términos.

298. La emésima polencia de la raiz enésima de un nimero
es la raiz enésima de la misma potencia de dicho ndmero.

Sea |/ a la raiz enésima de a cuya emésima potencla que-
remos hallar. Se tendrd

(Va) o<V s ><|/a rep’etidomveces,blo
que es lo mismo .

(Ve)" = =V,

que es lo que se queria demostrar.
299. La raiz emésima de la raiz enésima de un nimero, es
sgual & la raiz cuyo indice es el producto de los indices.

oS
Es decir, que \/1"/5 =Va M.
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En efecto, elevando el primer miembro de la igualdad [4] &

la potencia m y luego 4 la potencia n, lo que equivale 4 elevar-
le & la potencia mn (262 cons.), se tendra

7)< (7 7] =Gy =

lo cual prueba que l/l/ a es la raiz mn de a, segun queria-
mos demostrar.

.ConsEcuENCIA. La raiz de un mimero cuyo indice es el pro-
ducto de varios factores, es iqual & las raices sucestvas cuyos
indices sean cada uno de diferentes factores.

En efecto, segun el principio anterior, se tiene

V=V Va=v V%

300. De esta consecuencia y por medio de las reglds dadas
para extraer la raiz cuadrada y cdbica de un ntimero, se dedu-
ce el modo de extraer la raiz cuyo indice no contenga mds fac-
tores primos que 2 y 3. -

En efecto, segun la consecuencia antenor, el problema’ queda
reducido & extraer raices cuadradas y cabicas.

Asi, la raiz cuarta de un nimero, se halla extrayendo la raiz
cuadrada de dicho niimero y despues la raiz cuadrada del resul-
tado; la altima hallada es la raiz cuarta del nimero propuesto.

La raiz ocfava de un nimero se halla extrayendo la raiz cua-
drada de dicho ntimero y despues la raiz cuarta del resultado,
lo que equivale & extraer tres raices cuadradas sucesivas del
numero.

Y del mismo modo se obtendrd por una serie de raices cua~
dradas 1a raiz cuyo indice sea una cierta potencxa de 2, de un
namero cualquiera.

Si se fijase el grado de aproximacion que habia de tener la
raiz cuarta, ochava, etc., se veria ficilmente con qué grado de
aproximacion se habian de obtener cada una de las raices suce-
sivas que hay que extraer.
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Asi, 8i queremos obtener en ménos de una centésima la raiz
cuarta de un nimero N, hallaremos la raiz cuadrada de N con
cuatro cifras decimales, es decir, en ménos de una diez milésima,
y de ese modo tendremos la raiz de la raiz cuadrada de N, 6 sea
la raiz caarta de dicho nimero con dos cifras decimales, 6 lo que
es lo mismo aproximada en ménos de una centésima.

Del mismo modo se verd que las raices cuyos indices son una
potencia cualquiera de 3, se obtienen por una serie de raices
ctibicas. Ast, la raiz novena de un nimero, se hallara extrayen-
do la raiz cabica de dicho nimero y despues la raiz cibica del
resultado,

Ficilmente se veria tambien el grado de aproximacion con
que se deben obtener estas raices sucesivas, para que la final
tenga una apreximacion dada.

304." La raiz cuyo indice no tiene mas factores primos que 2
Yy 3, se obtiene hallando una serie de raices cuadradas y otra de
raices ciibicas.

Asi, 1a raiz sexta de un niimero se obtiene hallando primero
Ia raiz cuadrada de dicho nimero y despues la raiz cuabica del
resultado.

La raiz cuyo indice es 12, se obtiene hallando la raiz cuarta,
la cual se halla por dos raices sucesivas cuadradas, y despues
determinando la raiz cubica del resultado.

Caloulo de los radicales numéricos. *

302. Se da el nombre de radical 4 la raiz indicada de un
grado cualquiera de un nimero, llamandose radicales de se-
gundo, tercero, cuarto, y en general enésitmo grado, segun que
la raiz que indica sea la segunda, tercera, cuarta y en general
enésima.

De la definicion de radical se deduce que todos los prmcnpnos
demostrados anteriormente en las raices en general de los ni-
meros son aplicables 4 los radicales.

303. SIMPLIFICACION DE RADICALES. St la cantidad subradi-
cal (*) se puede descomponer en dos factores de los cuales el

(*) Llamase asi 4 la cantidad que hay debajo del signo radical.
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uno sea una potencia del misma grado que expresa el indice, se
podra simplificar dicho radical sacando fuera camo factor la
raiz del que es potencia exacta.

. En efecto, sea el radical /K, y supongamos que A se pue-
de descomponer en el producto de los factores a» y A, es decir,
que A =a» A/, se tendra (296)

VE =Vok =& <V =ay/k, ]
que es lo que se queria demostrar. )
Reciprocamente, todo factor de un radical puede ponerse bajo
del mismo, multiplicando la cantidad subradical por una poten-

cia de dicho factor cuyo exponente sea el indice.
En efecto, la igualdad [1] nos da

VN =)o < VX =)ok,
que es lo que se queria demostrar.

Ll4manse radicales semejantes aquellos que, siendo de un mis-
mo grado, tienen la misma cantidad subradical despues de sacar
fuera todo lo que es posible.

Ast, 12,312 vy —-32— J/'2 son radicales semejantes.

30&. Un radical no varia, si se dividen el indice y exponen-
te de la cantidad subradical por un mismo nimero entero.
Es decir, que

VAw =R .

En efecto, segun los nimeros (299 cons. y 298), se tiene

VI = V=) (B =0,

que es lo que se queria demostrar.

De este principio se deduce que cuando el exponente de la
cantidad subradical y el indice tengan un factor comun, podrd
simplificarse el radical dividiendo por dicho factor comun el
indice y el exponente de la cantidad que hay debajo.

Adi, V=) F=y %

18
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305. Un radical no varia, multiplicando el indice y el ex-
ponente de la cantidad subradical por un mismo nimero entero
entero.

Es decir, que |/ A = |/ A~ ’

En efecto, |/ A = (V:./a_)” = (";’7? )“ =V,

que es lo que se queria demostrar.

306. REDUCCION DE RADICALES A UN MIsMO iNDICE. Para redu~
cir varios radicales @ un mismo indice, se multiplica el de cada
uno y el exponente de la cantidad subradical por el producto
de los indices de los demas; y si dichos indices tienen factores
comunes, por el cociente que resulta de dividir elm . c . m . por
cada uno de ellos.

En efecto, se entiende por reducir varios radicales & un mis—-
mo indice, hallar otros equivalentes & los primeros y que tengan
todos un indice comun. Esto supuesto, si se quiere reducir & un

mismo indice los radicales |/ 2 y |3/ 5, se tendré que éstos no
variardn multiplicando el exponente de la cantidad subradical é
indice por un mismo nimero (305), de modo que se podrén tras-

formar en |°/'2T Y 16/'57, 6 lo que es igual en 16/ 8y |s/ﬁ
Sean los radicales que hemos de reducir 4 un comun indice

' [‘/-?T y }’8. El minimo comun méltiplo de & y 6 es 42; luego
dichos radicales se trasformardn en :7 Fy 1’3"52_, 6 lo que es

lo mismo, en i} 27 y [‘} 6.

307. SuMA Y RESTA DE RADICALES. Para sumar radicales, se
escriben unos & continuacion de otros y se hace la reducc:on de
los que sean semejantes.

Sean los radicales que hemos de sumar 2§/'2, 315, & /'3,
3 ,)—
Y 1/ 5. Segun el nlimero &9, tendremos

Y T+ B T+ F=6)/ T+4)E

308. Para restar radicales, se escribe el minuendo y 4 con-
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tinuacion el sustraendo con signos mudados, y se hace la reduc-
cion y destruccion de los que sean semejantes.

Si se quiere restar de 3 /B2 %, k) 2+ V', se
tendra (1)

SYE+2)/ 23— T+)8)=
SY B2/ T—h)T— ) F=2)F—2)/ %

309. MULTIPLICACION Y DIVISION DE RADICALES. Para multi-
plicar varios radicales, se reducen & un mismo indice si no le
tienen, y se efectia el producto de las cantidades subradicales.

Sean los radicales que hemos de multiplicar |2, |3/§ Y
[7 9; reduciéndolos 4 un mismo indice, se convertirdn en f} 64,
VEly f2/ '8, de donde se tendr4 , segun el principio (296)
VaIx T |‘/§‘=|7€F><|‘78—1><|‘7§=f764><84><8.

310. Para dividir dos iadicales, se reducen & un mismo
indice si no lo tienen, y se dividen las cantidades subradicales.

Sean los radicales que hetnos de dividir /3 y 13/ 5; redu-
ciéndoles 4 un mismo indice, se convertirdn (296), en |/ 27
Y1/ %5, de donde se deduciré, segun el ntmero (297),

Vi_VHE _ /A
ve ve B
314. POTENCIAS Y RAICES DE LOS RADICALES. Para elev un

radical & una potencia, se eleva a dicha polencia la canlidad
subradical.

Sea el radical 1"/7 el cual queremos elevar 4 la potencia m.
Se tendra (298) :
(Va) =y,

que es lo que se queria demostrar,

i
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Si.m fuese un divisor de n, en vez de elevar la cantidad sub-
radical 4 la potencia m, se dividiria el indice n por el expo-
nente m.

Asi, si n =n'm, se tendra (204)

(Pay ="y e=i3.

Si m no fuese un divisor de n, pero ambos tuviesen un factor
comun, se dividiria el indice por dicho factor comun, y la can-
tidad subradical se elevaria 4 una potencia cuyo exponente fuese
el otro factor de m.

Sea el radical 1"/ a el cual querémos elevar 4 la potencia m,
Yy supongamos que n = pn' y m = pm/, se tendrd

ey =)y =vVe =y
que.es lo que se queria demostrar.

312. Para exiraer una raiz de un radical, se multiplican
los indices.

Sea el radical 1"/ a cuya raiz enésima queremos hallar.
Tendremos (299) '

que es lo que se queria demostrar.
Concluiremos esta importante teoria demostrando el siguiente

~ . principio, del cual hemos de hacer uso més adelante.

313. La raiz del grado n de una cantidad cualquiery a, tiene
por limite A & medida que n crece indefinidamente.
Este principio quedard demostrado, probando que la diferencia

entre la unidad y I"/E puede ser menor que una cantidad dada:
3 por pequeiia que sea; para ello tenemos (272)

H—-ip<a,

de donde deduciremos extrayendo la raiz enésima

1—s<V s,
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v agregando & los dos miembros la cantidad 5 ¥/ @, halla-
remos

1=y a<s; - .
luego pudiendo ser la diferencia numérica entre 1 y |”/ ‘a me-
nor que una cantidad s por pequeiia que sea, es. claro que el li--

mite de l/a, cuando n crece indefinidamente, serd la unidad,
segun queriamos demostrar.
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'SEXTA PARTE.

NUMEROS INGONMENSURABLES. — TEORIA DE LAS
APROXIMACIONES DECIMALES.

LECCION XXXVI.

Calculo de los nimeros inconmensurables. — TEORfA DE LAS APROXIMACIONES DE—
cmALES. — Adicion de nGmeros aproximados. — Sustraccion de mimeros apro-
ximados.

Céloulo de los ntimeros inconmensurables.

314. Se ha dicho ya que nimero inconmensurable es aquel
que ‘proviene de la comparacion de una cantidad con su unidad,
y ni ésta ni ninguna de las partes iguales en que puede dividir-
se estd contenida exactamente en aquella.

No so6lo 1a comparacion de una cantidad con su unidad puede
darnos el ndmero inconmensurable ; tambien puede provenir de

la extraccion de raices. Asi, |/ 2, 13/ 7 nos expresan ntmeros
inconmensurables, segun hemos visto (278).
Los nimeros inconmensurables, cualquiera que sea su origen,
epueden siempre expresarse aproximadamente por numeros con-
mensurables que se obtienen por medio de reglas fijas, y que el
grado de aproximacion de éstos puede ser tal que el error co-
metido sea menor que cualquiera cantidad dada por pequefia que
sea: for lo que se consideran & los nimeros inconmensurables
como limites de nimeros conmensurables que se les aproximan
indefinidamente. .

* Considerando & los nimeros inconmensurables como limites
de ntmeros conmensurables que se les aproximan indefinidamen-
te, el resultado de cualquier operacion hecha con nimeros in-
conmensurables serd (47) el limite de los resultados de la mis-
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ma hecha con los ntmeros aproximados, y el error que se co-
mete serd tanto menor, cuanto mayor sea la aproximacion de di-
chos nimeros 4 los inconmensurables que cada uno representa.

Por consiguiente, para efectuar cualgquier operacion con nti—
meros inconmensurables, se sustituyen éstos por niumeros con—
mensurables que se les vayan aprozimando cada vez mds, y el
resultado de la operacion hecha con estos mimeros nos ezpresa-
rd, con un cierto grror, el valor del resultado de la misma he-
cha con los mimeros inconmensurables; error que serd tanto me-
nor cuanto mayor sea el grado de aprozimacion d@los nimeros
que sustituyen & los primeros.

Cuando hay que hacer algun célculo con mimeros inconmen—
surables que provienen dg la extraccion de raices, conviene efec-
tuarlo directamente, segan se ha dicho en el cdlculo de radica-
les, y expresar el resultado en decimales con la aproximacion
que se quiera.

Asi, el producto de |2 por §/ 3 se hallar4 efectuando di-
rectamente el de los dos radicales

de modo que hallando el valor de |/ "6 conlaaproximacion que
se quiera, tendremos el del producto de los dos niimeros incon—
mensurables | 2 y |/ 3 .

De todos los principios relativos 4 los nimeros y operaciones
hechas con los mismos, sdlo tenemos que justificar en los nime-
ros inconmensurables el siguiente:

315. El producto de varios factores inconmensurables no va-
ria, cualquiera que sea el orden en que se mullipliquen.

Sea el producto de varios factores inconmensurahles abed. Este
producto es, segan hemos dicho ya, el limite de los que se obtie-
nen sustituyendo en vez de los ndmeros inconmensurables valo-
res conmensurables que se les vayan aproximando cada vez mds.

Ahora bien, estos productos de niimeros aproximados no varia
cualquiera que sea el orden en que se les multiplique (56 y 169);
luego su limite, que es el producto abed de los nimeros inconmen-
surables, tampoco variara cualquiera que sea el orden en que se
efectiie la multiplicacion.
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Queda pues demostrado este principio, como dijimos (56 () ),
para cualquier clase de nimeros; y por lo tanto todos los que
de ¢l dependen son tambien verdaderos.

Teoria de las aproximaciones decimales.

316. Cuando hay que efectuar una operacion cualquiera con
cierta clasetie numeros, ya sean conmensurables ¢ inconmensu-
rables, y se efectda con otros nimeros que nos expresan el valor
aproximado de aquellos, es evidente que se cometerd un cierto
error que serd tanto menor cuanto mayor sea la aproximacion
de dichos niimeros & los que cada uno sustituye.

Esta sustituccion de nimeros, muy frecuente en los decimales,
¢ indispensable en el cdlculo de ntimeros inconmensurables, ha
dado origen 4 los dos problemas siguientes, que constituyen la
teoria de las aproximaciones :

1.° Dados varios nimeros aprowimados en ménos de una cier-
ta cantidad, hallar la aprozimacion del resultado de una ope-
racion cualquiera hecha con ellos.

2.° Dada la aprowymacion que ha de tener el resultado de
una operacion hecha con numeros aprozimados, hallar la que
debe tener cada uno de éstos.

317. Todo nimero conmensurable ¢ inconmensurable se pue-

de siempre expresar exacta 6 aproximadamente por una decimal,
. ysi de ésta solo se toma un numero limitado de cifras, 7 por
ejemplo, menor que el de toda la decimal, se dice que aquel néd-
mero estd aproximado por defecto con siete cifras decimales; es
decir, que el error que se comete es por defecto menor que me-
dia unidad del orden séptimo decimal si la siguiente cifra es me-
nor que 5; y esa misma decimal aumentada en una unidad del
tiltimo érden, en el caso de ser dicha siguiente cifra mayor que
8, nos expresa el valor del mismo nimero aproximado por exce-
0 en ménos de una unidad del séptimo 6rden decimal.

Asi, el valor del nimero inconmensurable 3,1415926535...
aproximado con cinco cifras decimales, sera 3,14459, el cual se
diferencia por defecto en ménos de media unidad del quinto orden.



DECIMALES. 281

_ Adicion de ntmeros aproximados,

318. Si se suman varios nimeros decimales aproxymados por
exceso 6 defecto, siendo el grado de la aprozimacion distinta en
cada uno de ellos, la suga vendra aproximada en ménos de me-
dia unidad del peniltim®d drden del que tenga menor grado de
aprozimacion, si el. nimero de sumandos. aprozimados no pasa
de 40; en ménos de media unidad del drden superior al penil-
timo, si pasa de 40 y no llega 6 100, y ast sucesid@mente.

En efecto, el caso mds desfavorable que podemos considerar
es aquel en que todos los sumandos estén aproximados por de-
fecto 0 por exceso, y cuyo grado de aproximacion en todos ellos
sea igual al que tiene el ménos aproximado. En este caso el error
que en cada uno se comete serd menor que media unidad del ul-
timo Orden, es decir, que si todos estan aproximados por defecto
en ménos de media milésima, el error que en cada uno se come-
terd es menor que b diez milésimas, y este error repelido 9 ve—
ces 4 lo més, en el primer caso, producird un error en la suma
menor que 45 diez milésimas; y por tanto, la suma vendra apro-
ximada en ménos de media unidad del érden superior 4 las mi-
lésimas, 0 sea en ménos de media unidad del pentltimo érden
decimal.

Si el mimero de sumandos pasa de 40 y no llega & 400, el

caso més desventajoso es que haya 99 sumandos todes aproxi-
mados en:un mismo sentido, y con una aproximacion igual 4 la
que tenga el ménos aproximado; en ese caso, siendo como dntes
el error que se comete en cada uno de ellos menor que § diez
milésimas, en la suma se cometerd un error menor que 5 diez
milésimas multiplicadas por 99, que son 495 diez milésimas ; ni-
mero menor que media décima, que es la unidad del 6rden su-
perior al peniltimo que se considera.
- Es evidente -que el error que en general se comete en la suma
de nimeros aproximados, serd bastante menor que el limite que
hemos marcado, pues no siempre estardn los sumandos aproxi-
mados ni en el mismo grado, ni en el mismo sentido; y cuando
unos estan aproximados por defecto y otros por exceso, hay una
cierta compensacion en los errores.
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Del principio anterior se deduce la regla general siguiente:

319. Para obtener en ménos de media unidad de un cierto
drden decimal la suma de varios sumandos cuyo grado de apro-
ximacton es indelerminado, es necesario calcular unos por de-
fecto y otros por exceso en ménos de media unidad de un drden
que sea 10, 100, efc. veces menor que aguel que expresa el gra-
do de aprozimacion de la suma, segm&w el mimero de suman-
dos aprozimados no llegue a 10, ¢ pase y o llegue a 100, efc.;
se efectia la suma de estos sumandos, y despreciando, sequn el
caso que s ggnsidera, la primera, dos primeras, elc. cifras, te-
niendo cutdado de aumentar & la vltima en una umidad, si la
siguiente pasa de B, obtendremos la suma con la aprozimacion
pedida.

Sustraccion de numeros aproximados.

320. Si se restan dos numeros decimales aproximados am—
bos por exceso o defecto en ménos de una unidad de un cierto
orden, el error que se cometa en la diferencia es menor que
una unidad de dicho drden. ' '

En efecto, sean los numeros que se han de restar a y b, los
cuales se reemplazan por los nimeros aproximados a’ y ¥, que
se diferencian de los anteriores en ménos de ¢ y ¢'.

Sie y ¢’ expresaran el valor exacto de las diferencias entre
¢’ ya, b yb, se tendria

a=a+e y b=b+¢,
de donde, segun que ¢ sea mayor 6 menor que ¢’, se tendrd
a—b=a —V+e—¢, 6 a—b=a—b—(/—e):

de modo que siendo los errores que se cometen en los nimeros
a' y b’ menores respectivamente que e y ¢, el que se comete en
1a resta despreciando la cantidad e — ¢’ 6 ¢/ — e, que es lo que
hay aumentar 6 disminuir 4 a’ — J’ para obtener la resta ver—
dadera a — b, es menor que e—ée’ 6 ¢/ — e, es decir, menor
que la diferencia de los errores; luego si estos errores ¢ y ¢’ son,
por ejemplo, menores que uma milésima, su diferencia lo serd
tambien con mds razon: por consiguiente si dos nimeros deci-
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males estdn aproximadps por exceso 6 defecto en ménos de una
unidad de un cierto drden, su diferencia vendra aproximada en
ménos de una unidad de este 6rden.

Del principio anterior se deduce la regla general que:

324. Para obtener en ménos de una unidad de un cierto or-
den decimal la diferencia de dos nimeros aprowimados, es ne-
cesario calcular éstos por exceso 6 defecto en ménos de una uni-
dad del érden & que ha de estar aproxzimada lo daferencm, Y

la de estos mimeros serd la que se pide.
2

LECCION XXXVII.

Multiplicacion de nGmeros aproximados.
Maultiplicacion de nameros aproximados.

322. 8t se multiplica un nimero aproximado en ménos de
media unidad de su dljgmo orden decimal por un nimero ezac-
lo, el error que se comelerd es menor que el cociente de dividir
la mitad de dicho nimero exacto por la unidad sequida de tan-
tos ceros como cifras decimales tiene el nimero aprozimado.

En efecto, sea A un ndmero cuyo valor, aproximado por de-
fecto en ménos de media unidad del orden n decimal, supondre-
mos sea @, de modo que se tendrd

A4
A>a Y A<G+W.

Multiplicando estas cantidades por el nimero exacto B, ya sea
entero 0 fraccionario, tendremos

B
2.400°

de donde se deduM® evndentemente que el error cometido toman-
do por el valor del producto AB el nimero aB, es menor que la
mitad del namero B partido por 410, 6 llamando E & este error

AB>aB y AB<aB+ 5o

E <—;—B:40»,

que es lo que queriamos demostrar.
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323. Para obtener en ménos de medig unidad de un cierto
orden decimal el producto de un nimero aprozimado por otro
niimero exacto, se calcula el primero con un error menor que
media unidad del drden que marque el nimero de cifras de la
parte entera del nimero exacto, sequido de tantos ceros como
indica el drden de la aprozimacion del producto.

Es decir, que si el producto ha de estar aproximado en mé-
nos de una milésima 6 ha de tener tres cifras decimales exactas
y el factor exacto tiene cinco cifras en su parte entera, es ne—
cesario calcalar el numero aproximado con nueve cifras deci-
males por lo ménos.

En efecto, sea a el valor aproximado en ménos de media uni-
dad de un cierto 6rden indeterminado 2 decimal de un nimero
A, y tratamos de determinar z con la condicion de que el pro—
ducto aB se diferencie del verdadero AB en ménos de media uni-
dad de un cierto rden decimal m.

Segun el principio anterior, se tendra

B
E<ex<ioes
de mode que si el error que se comete ha de ser menor que
TS0 ><‘ Tom » 9 debera tener evidentemente

B A

]
3.10° <~ 3.10

1
705 < Biom

, 0 hlen

De modo que haciendo
102 > B.10m )

se tendrd lo que se pide. Mas para ello basta hacer # igual al
ntmero de cifras que tiene la parte entera del producto B.10m;
luego calculando el nimero aproximado con #entas cifras como
tiene la parte entera del nimero exacto, seguido de tantos ceros
como decimales ha de tener el producto, quedara el problema
resuelto.

32%. Si se multiplican dos mimeros aprorimados cada uno
de ellos en ménos de media unidad de un cierto drden decimal,
el error que se comele es menor que la mitad del multiplicando
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dividido por la unidad sequida de tantos ceros como cifras de-
cimales tiene el multiplicador, mas la mitad del multiplicador
dividido por la unidad sequida de tantos ceros como cifras dect-
males tiene el multiplicando.

Sean A y B dos niimeros cuyos valores aproximados por de~
fecto en ménos de media unidad decimal de los ordenes respec—

tivos m y m son a y b, de modo que se tendré:

A>a y A<a+—2—j‘]3,;

. L]

Multiplicando ordenadamente estas designaldades, hallaremos
a b - 1 -
AB>ab y AB <eb—+ 5w + griom T 1o 10
De aqui se deduce que el valor del producto AB se halla com-
prendido entre las dos cantidades que forman los segundos miem-
bros de estas desigualdades; y por tanto el error que se comete
serd menor que la diferencia que hay entre dichas cantidades.
. De modo que llamando E 4 este error, y despreciando la frac-

cion TW)J"'_W por ser muy pequefia con relacion & las de-

mas, se tendra

b

R TR

E<

~+

a
2.40

segun queriamos demostrar.

Sea, por ejemplo, multiplicar los dos ntimeros 3,44459 y
0,352 aproximados dmbos por defecto en ménos de media uni-
dad de su ultimo 6rden respectivo.

Segun lo dicho anterigrmente, un limite del error sera

3,14159 + 0,352 _ 1,57079 + 0,176
2><105 © 2><40% 1000 100000 ’

6 lo que es lo misme,



286 APROXIMACIONES.
1,87079 487079

0,476 176
100000 = 100000000 — 0»00000176

Limite del error, ... . 0,00157255.

Luego el error principia en la tercera cifra decimal del pro-
dulto, por lo que no se deberan considerar més que las dos
primeras.

325. Si hubiese mds factores se hallaria, segun el nimero
anterior, la aproximacion del producto de dos de ellos; despues
se determinaria la aproximacion del que resulta de multiplicar
este producto por un tercer factor; luégo la de éste por un cuar-
to factor, y asi sucesivamente : la aproximacion del Gltimo pro-
ducto es la del producto de todos los factores.

326. El error que se comete en una potencia cualquiera de
un nimero decimal aproximado en ménos de media unidad de
su tltimo 6rden, se determinard segun la regla anterior; pues la
potencia de un nimero no es otra cosa que el producto de tan-
tos factores iguales 4 este nitmero como indica el exponente.

Asi, la segunda potencia de un ntimero aproximado en ménos
de media unidad de un cierto 6rden decimal, estard aproximada
en ménos de dicho ndmero partido por la unidad seguida de tan-
tos ceros como cifras decimales tiene.

327. Para obtener en ménos de media unidad de un cierto
drden decimal el producto de dos mimeros aprozimados, es ne-
cesario calcular éstos en ménos de media unidad del érden de~
cimal qae marque el nimero de cifras de la parte entera de la
suma de los dos nimeros dados, sequida de tantos ceros como
decimales ha de tener el producto.

" Es decir, que si el producto ha de estar aproximado en ménos
de media unidad del sexto 6rden decimal, 6 lo que es igual ha
de tener seis cifras decimales, y la sugga de los dos nimeros
aproximados dan una parte entera que tiene tres cifras, serd ne-
cesario calcular cada factor con un error menor que media uni-

-dad del drden noveno, 6 sea con nueve cifras decimales.

En efecto, sean @ y b los valores aproximados en ménos de

media unidad decimal del érden indeterminado z, el cual que-
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remos calcular con la condicion de que el producto ab se dife~
rencie del verdadero AB en ménos de media unidad del orden n
"decimal. Segun la relacion [1] del nimero 324, se tendra

a b a+b
E<oi0e *3o10e =2 105"

Ahora bien, el error que se ha de cometer en el producto

aproximado, ha de ser menor que 5—row luego el valor de z

4
A0’
~ que verifique 4 la relacion

a+b A
.10 ~ 2. 4n [

séré evidentemente el grado de aproximacion que debera darse
4 los factores. Pero de la relacion [2] se deduce
1 ¥
T0F S arh<ion’

de donde
102 > (a + b) >< 10n;

luego  tiene que ser, por lo ménos, igual al ndmero de cifras
que tiene la parte entera de la suma @ + b, més el ndmero n
de cifras decimales que ha de tener el producto, lo cual queria-
mos demostrar.

328. Para obtener en ménos de media unidad de un cierto
drden decimal, el producto de tres factores aprozimados, es ne-
cesario calcular éstos en ménos de media unidad del drden de-
cimal que marque el nimero de cifras de la parte entera de la
suma de los productos binarios que se forman con los tres fac-

tores, sequida de tantos ceros como czfras decimales ha de teney
el producto.

~ En efecto, supongamos se quiere hallar en ménos de 4—:),,- el
producto de los tres numeros aproximados @, b y ¢. Llamemos

1 . .
5 jo= W0 limite del error que se ha de cometer en cada uno
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de ellos, y se tendré, segun el caso anterior, que un limite del
producto de dos factores A y B, serd

AB + g (A+B) + g
de modo que multiplicando este limite por el del tercer factor,
que es C + -%z—, se tendré
(AB"' 2 f0s A+B)+ 5 40%)(0“' 2 wz)_
ABC + ‘dom (AG + BC) + 7 ‘0,3 + 5 403 AB +
W(A+B)+—§—:F,;=ABC 770s (AB-+AC+B0)+
2. 40% (A+B~+0C)+ 2.20%'

Donde vemos qne un limite del error que se comete en el pro-
ducto de los tres factores A, B y C es, despreciando los dos ul-
timos sumandos por ser su suma muy pequeiia con relacion al
primero,

3107 40@ (AB + AC + BC);
y haciendo que este limite sea menor que el que se nos da para
el producto, hallaremos el grado con que se deben calcular los
factores.

Por consiguiente, « debera satisfacer 4 la condicion

307 40@ (AB’-l-AC-l-BC)<2 Ton”

de donde
(UPS ‘
10z = 40~ (AB + AC + BC)’

para lo cual hasta que se tenga
10= > 10 (AB + AC + BC);
luego « ha de ser igual, por lo ménos, al nimero de cifras
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que tiene la parte entera de la suma de los productos binarios
AB + AC + BC, mds el numero’de cifras decimales que ha de
tener el producto, que es lo que se queria demostrar.

329. Continuando del mismo modo llegariamos & demostrar
que si fuesen m los factores aproximados y hubiéramos de tener
el producto con un error menor que o 10 “ gn » €70 necesario cal-
cular cada uno de los factores con tantas cifras decimales como
tiene la parte entera de la suma de los productos de m — 1
en m — 4 de los nimeros dados, mas el mimero n de cifras de-
ctmales que ha de tener el producto.

330. De este principio general se deduce que si se quisiera en

] . , .
ménos de Tor la‘)otencla m de un ndmero aproximado A, se-

ria necesario calculay éste con un nimero de cifras decimales
igual al mimero de cifras que tiene laparte enlera de mA™ —1,
mas el mimero n de cifras decimales que ha de tener la potencia.

En efecto, no hay mds que suponer que los m factores son
iguales @ A, en cuyo caso los productos tomados de m — 1 en
m— 1 se reducen & Am—1, los cuales se hallardn repetidos m
veces.

LEGGION XXXVIII.

Division d.e numeros api'oxlmados.
Division de numeros aproximados.

334. En la division de ndmeros aproximados distinguiremos
tres casos: 4.°, que el dividendo sea aproximado y el divisor
exaclo; 2.°, que sea exacto el dividendo y aproximado el divi-
sor; 3.°, que dividendo y divisor sean aproximados.

PriMer caso. Sise divide un numero aproximado en ménos
de media unidad decimal del 6rden » por un nimero exacto B,
el error que se cometera en el producto serd menor que

_
2.B.10%"

19
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En efecto, sea a el dividendo aproximado al dividendo verda-
dero A, en ménos de media unidad del drden n decimal; de
modo que tendremos

A>a vy A<a+'2—‘—“-0—;-

Dividiendo por B, se tendra

A a A a 4
3-8 Y <3t eB.a0n

De estas desigualdades se deduce que tomando por el verda~
dero el cociente aproximado, se comete un error menor que la

fraccion —x—r=—, segun queriamos demostgr y

2. B 10

El 6rden que marque la primera cifra significativa hallada en
la conversion de esta fraccion ordinaria en decimal, indicara la
primera que se debe despreciar en el cociente.

332. Para obtener en ménos de media unidad de un cierto
drden decimal el cociente de dividir un numero aprozimado por
un exaclo, es necesario calcular el pri'mero en ménos de media
unidad decimal marcada por el nimero de cifras que tiene la

parte entera de -—%— siendo m el mimero de cifras decimales

que ha de tener el cociente.

En efecto, sea a el dividendo aproximado en ménos de un
cierto 6rden indeterminado el cual tratamos de hallar, sea B
el divisor exacto, y m el ndmero de cifras decimales que ha de
tener el cociente. Se tendré, segun el caso anterior, por un li-

mite del error ———— 3 B i
|

5 fow» % debera verificar la relacion

f 1
3.105.B < g3.10m’

para lo cual es necesario que

o= ¥ como éste ha de ser menor que

102 . B> 10m, de donde 107 > ig-ﬂ-

A}
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luego «, que es el ndmero de cifras decimales del cociente, ha
de ser, por lo ménos, igual al ndmero de cifras que tiene la

parte entera de -!% , que es lo que se queria demostrar.

333. Secunpo caso. St se divide un numero ezacto por un
numero aprozimado en ménos de media unidad decimal del dr-
den 1, el cociente vendrd aprowimado en ménos del que resulta
de dividir el dividendo por el doble del cuadrado del divisor,
sequido de tantos ceros como decimales hay en dicho divisor.

En efecto, sea A el dividendo exacto, y B el divisor cuyo va-
lor aproximado en ménos de media unidad del 6rden n decimal
es b.

Tendremos por lo tanto

4

y dividiendo A por estas cantidades, se hallara

A A A A 9A . 40n
<7 Y 3~ R Y
.10

b+

Donde vemos que el cociente %- se halla comprendido entre

% y QTQ%E)?‘"?:T’ luego el error que se comete sera mehor

que .
A 2100 A

D 240044 22400 +b°
y con més razon, se tendra llamando E 4 este error

A
E<apton

segun qaeriamos demostrar.

334. Para obtener en ménos de medza unidad de un cierlo
orden decimal el cociente de dividir un nimero exacto por otro
aproximado, es necesario calcular éste en ménos de media uni-
dad de un orden decimal marcado por el nimero de cifras de-
cimales que ha de tener el cociente, mds las que tiene la parte
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entera del que resulta de dividir el dividendo por el cuadrado
del divisor.

Sea A un dividendo exacto, b un divisor aproximado en mé-
nos de media unidad del érden indeterminado z, el cual quere-
mos hallar, y n el numero. de cifras decimales que ha de tener
el cociente.

Se tendra que un limite del error cometido serd, segun el nia—

mero anterior, TF?A—TO?; de modo que z deberé satisfacer &

la condicion de ser este limite menor que el marcado para el co-
ciente; es decir, que se deberé tener ’

A 1
9. B2 107 9. f0n’

de donde 10= > %— > 40%;

para lo cual basta que # sea igual 6 mayor que el nimero de
- . A .
cifras que tlene‘la parte entera de B més n, que es lo que se

queria demostrar. '
335. Tercer caso. .St se dividen entre st dos numeros a y b
aproximados en ménos de media unidad del drden n decimal,
a+b
2. 400" .
Sean A y B dos niimeros, y a 'y b sus valores aproximados en
ménos de media unidad del drden » decimal. Supongamos ade-
mas el caso mis desventajoso de estar aproxnmado por exceso
el dividendo A, y por defecto el divisor B.
De modo que se tendra

se comelerd un error menor que

A>a— YA<a

A
2.10°

yB>4b;

]
B <b+ —=— ORI

de aqui deduciremos

- 1
a—.A—-——
o V<t
b 5o
2.10
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- Hallandose el cociente verdadero comprendido entre las dos

cantidades que forman los segundos miembros, el error que se
comete serd menor que su diferencia

(.
o _"TF00" a2 A00—14 _ a+b
LU I B 2R [ B R [y
2,100

Y con mds razon se tendrd, llamando E 4 este error,

a+b
- E<gp o

segn queriamos demostrar.

336. Para obtener en ménos de media umdad de un cierto
orden decimal el cociente de dividir dos nimeros aproximados,
es necesario calcular éstos en ménos de una unidad de un orden
~ decimal marcado por el numero de cifras que tiene la parte en-
tera del cociente de dividir por el cuadrado del divisor la
suma de los dos mimeros multiplicada por la unidad sequida
de tantos ceros como cifras decimales ha de tener el cociente.

En efecto, sean @ y b los nlimeros aproximados en ménos de
una unidad de un cierto 6rden decimal indeterminado z, el cual
queremos hallar, y n el ndmero de cifras decimales que ha de
tener el cociente.

Siendo z el orden de la aproximacion del dividendo y divisor,
el error que se cometerd en el cociente serd menor, segun el

’

gbawb , pues haciendo que este limite sea

menor que el error del cociente, se tendra

niimero anterior, que

a-+b A
205~ 2.40% .

de donde se deduce

10" (@ 4+ b
———%’2 ) < 10e.

Para que esta relacion se verifique es necesario que z sea
- igual 6 mayor que el nimero de cifras que tiene la parte ente-
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ra del cociente de dividir por el cuadrado del divisor, el pro-
ducto de la suma de los dos nimeros dados por 40», que es lo
que se queria demostrar.

OsservacioN. Como la aproximacion de un numero se obtie-
ne generalmente por decimales, hemos desarrollado esta teoria
tomando por limites de los errores en cada caso especial, media
unidad de un cierto 6rden decimal; pero de la misma manera
se hubieran hallado los que nos hemos propuesto determinar, si
los limites de los datos en cada cuestion hubieran sido otros
cualesquiera.



SEPTIMA PARTE.

RAZONES, PROPORCIONES Y PROBLEMAS QUE DE ELLAS
"~ DEPENDEN.

LECGION XXXIX.

Razoxgs.— ProporcioNes.— Equidiferencias. — Proporciones aritméticas continuas.
— Proporciones geométricas.— Proporciones -geométricas conunuu — Proporcio-
nes arménicas.

RAZONES,

337. El resultado de la comparacion de dos ndmeros se llama
razon 0 relacion de estos numeros.

Las razones 6 relaciones pueden ser de dos modos: rzones
por diferencia 0 aritméficas, y razones por cociente 6 geomé—
tricas.

338. Razon por diferencia 6 aritmética es el resultado de la
comparacion de dos nimeros con el objeto de ver en cudnto uno
excede 0 es excedido del otro; de modo que la razen aritmética
de dos nimeros es la diferencia que hay entre ellos: asi, la ra~
zon aritmética de 6 4 4 es 2, diferencia que hay entre 4 y 6.

339. Razon por cociente & geométrica es el resultado de la
comparacion de dos ndmeros con el objeto de ver cudntas veces
el uno contiene 6 estd contenido en el otro; de modo que la ra-
zon geométrica de dos mimeros es el cociente que resulta de
dividir el uno por el otro: asi, la razon geométrica de 12 4 4
es 3, cociente que resulta de dividir 12 por 4; la de 3 4 4

3
serd —4' . |
En una razon se llama antecedente el mimero que se compara,

y consecuente aquel con el cual se compara; 4mbos se llaman
términos de la razon.
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Las razones se escriben generalmente poniendo el anteceden—
te, despues el consecuente, y entre ellos uno 6 dos puntos, segun
que la razon sea aritmética 6 geométrica. Asi, 6 * & es una ra-
zon por diferencia 6 aritmética, y se lee 6 es & 4. Del mismo
modo 42 :3 expresa una razon geométrica, la cual se lee del
mlsmo modo, 42 es & 3; dmbas expresiones pueden ser reempla-
zadas respectivamente por 6 — & y 32

Se dice que una razon geométrica es inversa de otra cuando
el antecedente de la primera es el consecuente de la segunda, y

reciprocamente: asi & Y -5 40 son dos razones inversas.

El producto de dos razones inversas es igual 4 la unidad.

340. La razon geométrica de dos cantidades conmensurables
de una misma-naturaleza, es la misma que la de los mimeros
que expresan las veces que cada una contiene & la medida comun.

Sean dos cantidades A y B de una misma naturaleza y con-
mensurables, es decir, que tlenen una medida comun que po-
dremos representar por M; supongamos que esta medida comun

estd gontenida p veces en A, Y ¢ veces en B; de modo que se
tendra

A=pMyB=¢M;
y la razon de las dos cantidades A y B serd
A_ M )

L &
y como M, cualquiera que sea la unidad que se elija, siempre
expresa un nimero que multiplica 4 los dos términos de la frac-

cion -%, se podra simplificar dividiendo por M, lo que nos da

segun queriamos demostrar.

3&1. La razon geométrica de dos cantidades inconmensura—
bles de una misma naturaleza, és el limite de las relactones su-
cestvas que se obtienen, reemplazando estas cantidades por otras
conmensurables que se les aproximan indefinidamente.



Y PROPORCIONES. 297

Sean Ay B dos cantidades inconmensurables de una misma
naturaleza; supongamos una cantidad M de la misma especie
que las anteriores, la cual podremos suponer tan pequeiia como
queramos; consideremos 4 M como una medida de A y B, y su-
pongamos que estd contenida respectivamente en cada una de
ellas p y ¢ veces, dando los restos a y b; de modo que se tendra

A=pM+a y B=¢gM b,
de donde se deduce

A—a=pM y B—b=gM;
y dividiendo ordenadamente, se tendra

—_— S

Ahora bien, las cantidades a y b son tanto mis pequefias,
cuanto menor sea M; y como M puede ser tan poco diferente de
cero como queramos, los limites de a y b son cero; por consi--

. . A -—Qq v. s . . [Ty r
guiente la relacion =0 tiende hdcia un cierto limite, 4 me-

dida que a y b se aproximan al suyo; pero a y b tienen por li-
mite, como ya hemos dicho, cero; luego el limite de la relacion
ﬁ—:—g- es -ﬁ— : queda, pues, demostrado que la relacion de las
dos cantidades inconmensurables A y B es el limite de las rela-
ciones sucesivas de cantidades conmensurables A —a y B — b,
las cuales se aproximan indefinidamente 4 las primeras.

PROPORCIONES.

342. Proporcion es la igualdad de dos razones de una misma
especie.

Las proporciones pueden ser aritméticas 6 yeométrwas, segun
que las razones que las forman sean tambien aritméticas 6 geo—
métricas. Las proporciofles aritméticas se llaman generalmente
equidiferencias. Cuando solo se dice una proporcion, se sobre~
‘entiende es geométrica.
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Las proporciones se escriben ordinariamente poniendo una
razon 4 continuacion de la otra separadas por dos 6 cuatro pun-
tos, segun que la proporcion sea aritmética 0 geométrica : asi,
6-4:40 - 8 es una proporcion aritmética que se lee: 6 es a &
como 410 es 4 8; y 12:3 :: 20 : 5 s una proporcion geométri-
ca, la cual se lee del mismo modo, 12 es &4 3 como 20 es & 5.
Las proporciones se escriben tambien, y es lo mds propio, ex—
presando la igualdad de sus razongs. Asi, las proporciones ante-
riores se escribirdn 6 — £ =10 — 8, y 132— = %0- _

En toda proporcion hay cuatro términos: los dos primeros for-
man la primera razon, los dos segundos la segunda ; el primero
y tercero se llaman antecedentes de la proporcion, y el segundo
y cuarto consecuentes. Se llaman exfremos de una proporcion el
primero y cuarto niumero, y medios el segundo y tercero.

Equidiferencias.

343. En toda equidiferencia la suma de extremos es igual
a la suma de medios, y reciprocamente, st la suma de dos ni-
meros es iqual & la de otros dos, los cuatro numeros forman
una equidiferencia, cuyos extremos son los dos sumandos de
una suma, y cuyos medios son los olros dos. ‘

Sean cuatro los nimeros a, b, ¢ y d que estin en proporcion
aritmética, es decir, que se tiene

a—b=c—d.

Agregando 4 los dos miembros de la igualdad anterior la su-
ma de los consecuentes b + d, se tendra

a—b+b+d=c—d+b+d;

y simpljcando, serd
a+d=0b+c,
que es lo primero que se queria demostrar.
Sean, en segunde lugar, cuatro nameros a, b, ¢ y d que cum-

plen con la condicion de ser @ + d =3b + ¢; quitando de dm-
bos miembros 1a suma de los términos b y d, se tendrd

a+d—0b+d)=b+c—(b-+d),
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0 lo que es lo mismo, efectuando la resta indicada, se hallara

64+d—b—d=btcmb—d;

y simplificando,
¢—b=c—d,

que es lo segundo que se queria demostrar.

34k. Un extremo de una equidiferencia es iqual & la suma
de los medios ménos el otro extremo; y un medio cualquiera es
tgual & la suma de los extremos ménos el otro medio.

Sea la equidiferencia @ — b=c — d; segun la propiedad
demostrada en el niimero anterior, se tiene

a+d=0b+c,
de donde se deduce facilmente
d=b+c—a 6 c=a+d-—0",

que es lo que se queria demostrar.

Proporciones aritméticas continuas.

345. Se llama proporcion aritmética continua aquella cuyos
términos medios son iguales. Asi, la proporcion

a*b:b¢c 0 a—b=b-—c'

es una proporcion continua. _

En la proporcion continua el término medio se llama medio
diferencial, y cualquiera de los extremos, lercero diferencial.

La propiedad fundamental en las proporciones aritméticas
continuas es que la suma de extremos es tqual al duplo del tér-
mino medio, y reciprocamente, st fres nimeros son tales que la
suma de dos de ellos es tqual al duplo del tercero, dichos tres
numeros formaran una proporcion aritmética continua.

De esta propiedad se deduce que un tercero diferencial a dos
numeros es igual al duplo del término medio ménos el otro ex-
tremo; y un medio diferencial es igual 4 la mitad de la suma de
los otros dos.



300 - BAZONES

Proporcicnes geométricas.

,  3k6. En toda proporcion geométrica el producto de exire-
mos es tgual al de medios, y reciprocamente, st el producto de
dos nimeros es 1qual al de otros dos, los cuatro formaran una
proporcion cuyos medios seran los dos factores de un producto
y cuyos extremos serdn los del otro.

Sea la proporcion
u__ ¢,
b &
multiplicando esta igualdad por el producto bd de los conse~
‘cuentes, se tendra

1l,;ii-=—d;—d,()loquees;lo mismo ad = ¢b,

que es lo primero que se queria demostrar.

Sean en segundo lugar a, b, ¢ y d cuatro nimeros que cum-

plen con la condicion

ad = b,
y por tanto vamos 4 demostrar que dichos cuatro ndmeros for~
man una proporcion.

Dividiendo la igualdad anterior por el producto de los dos
nimeros by d que han de ser los consecuentes, se tendra

%3— = —gZ—, Y simp}iﬁcando, —Z— = —;—,
que es lo segundo que se queria demostrar.

347. Entoda proporcion geométrica un extremo cualquiera
es squal al cociente de dividir el producto de los medios por el
olro extremo, y un medio tgual al producto de los extremos
partido por el otro medio.

En efecto, sea la proporcion —Z— = -% Segun el nimero an-

terior, se tiene
ad = be,

de donde se saca facilmente
. be ad
d=— ¢

c=—
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. Proporciones geométricas continuas.

'348. Llamase proporcion geométrica continua aquella cuyos
medios son iguales. Asi, la proporcion

a:b::b:c 6 -‘i=£
b ¢

€s una proporcion continua. .

En la proporcion continua el término medio se llama medio
proporcional, y cualquiera de los extremos fercero proporcional.

La propiedad fundamental de las proporciones geométricas
continuas, es que el producto de extremos es igual al cuadrado
del término medio, y reciprocamente, si fres nimeros son tales
que el producto de dos de ellos es iqual al cuadrado del tercero,
dichos tres mimeros forman una proporcion geométrica continua.

De esta propiedad se deduce que un tercero proporcional &
dos nimeros es igual al cuadrado del término medio partido pot
el otro extremo; y un medio proporcional entre dos ndmeros es
igual 4 la raiz cuadrada del producto de dichos mimeros.

Proporciones armonicas.

349. Se dice que cuatro nlimeros estin en proporcion armo-
nica, 6 forman una proporcion arménica, cuando la diferencia
de los dos primeros es 4 la de los dos Ultimos, como el primero
es al Gltimo.

Los ntimeros 12, 8, 20 y 45 forman una proporcion armé-
nica; pues se tiene, segun la definicion,

12—8 12 A 12

A0 A A&

0—15 15 EREEEh
En general, cuatro ntimeros a, b, ¢ y d estarén en proporcion
armonica siempre que entre ellos se verifique la relacion
a—b_a
c—d — d’

Se llama proporcion enarmdnica la que resulta de invertir
una de las razones que forman la proporcion armonica. Asi, los
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cuatro niimeros a, b, ¢ y d formardn una proporcion enarmémca
si entre ellos se verifica la relacion

a—0b d
c—d

Cuando los dos términos medios de una proporcion arménica
son iguales, se dice que los tres diferentes que resultan forman
una proporcion arménica continua. Asi, los tres niimeros a, b
y ¢ formarén una proporcion arménica continua, siempre que se
verifique la relacion

cuya relacion es la misma que se obtendria de saponer los cuatro
nameros a, b, by ¢, de los cuales como se ve son iguales los dos
términos medios. , _ '
. 350. De la definicion de proporcion armoénica se deduce el
modo de hallar un término de una proporcion de esta especie,
conociendo los otros tres. '

En efecto, sea, por ejemplo, hallar el cuarto término de la
proporcion armoénica cuyos tres primeros son a, b y c.

Segun la definicion se tendra -

a—b a

c—& X

’

de donde se deduce sucesivamente

(@a—0bz=ac—ax
(26 — b) ¢ = ac
&
= %—=b

Si se tratase de hallar un medio arménico, se tendria

a—b . _a __d(2a—0)
—a—;—__—d———d—, de donde .’D——a——f-.
Si se quisiera hallar un medio proporcional arménico, se
tendria

6a— @ Qac
=—, dedonde z= .
z—cC ¢ G+ ¢
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Si fuese un tercero proporcional armoénico el que quisiéramos
buscar, tendriamos

a—b _a _ab
T—z "o’ de donde x—m.

Cada una de las anteriores formulas puede traducirse en re-
gla préctica para hallar el término que representa, lo cual por
ser muy sencillo lo dejamos al cuidado de los alumnos.

LECCION XL.

Propiedades importantes de las proporciones.
Propiedades importantes de las proporciones.

. 354. Alternar una proporcion es comparar antecedente con
anteced®nte y consecuente con consecuente; & invertir es com-
parar consecuente con antecedente en dmbas razones.

352. Toda proporcion se puede alternar sin que deje de
subsistir.

Es decir, que si se tiene

I

ola o=
&l afe

se tendra tambieq

En efecto, de la proporcion % = % se deduce que

ad = be;
y partiendo por el producto cd, se tendra
ad _ cd . ven a b
ol = 6 simplificando, = =a

que es lo que se queria demostrar.

353. Se puede invertir una proporcion sin que deje de sub-
- sistir.
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Sea la proporcnon 4= 7 ; segun la propiedad fundamen-

tal, se tiene ad = bc 6 bc = ad, de donde se deduce ficilmente,
dividiendo por el producto ac y simplificando,

a __d
DT ¢
que es lo que se queria demostrar.

354. De los dos principios anteriores se deduce que toda pro-
porcion se puede escribir de ocho modos djferentes sin que deje
por ello de subsistir.

En efecto, alternando é invirtiendo sucesivamente la propor-
cion a:b:: ¢:d, se tendran los ocho modos de escribir una pro-
porcion, segun se ve & continuacion:

a_c¢ a _b ¢ _d ¢ __a
b= d’ ¢ " d’a b7 d b
d_b d_c b _ab_d
¢c a’b a’d c¢c’a  c¢"*

Si se invirtiese la ultima, obtendriamos otra vez la primera.

355. En toda proporcion, la suma de los dos primeros tér-
minos es & la suma de los dos sequndos, como el sequndo es al
cuarto, 6 como el primero es al lercero.

Sea la proporcion % = %

- Aumentando 4 las dos fracciones una unidad, se tendrd
a ¢
b +1= i +14;

de donde reduciendo el entero & la especie del quebrado, sera
a+b __ c+d 6bna+b—b

5T d T T
Del mismo modo se tendra en la proporcion
b__d b+a a,
R E Al
a+b b

luego “xd=d= —, que es lo que se queria demostrar.
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Cousncvnucu En toda proporcion la suma de antecedentes
es & la suma de consecuentes, como un antecedente es G su con-

secuente.

Sea la proporcion % = —;— ; alternando, se tendrd % = -%,

en la cual se verificar4, como ya se ha demostrado, que

a+c_ ¢ __a
b+d d_ b’
que es lo que se queria demostrar.
356. En toda proporcion la diferencia de los dos primeros

términos es @ la de los dos ulttmos, como el sequndo es al cuar-
to, 6 como el prtmero es al tercero.

Sea la proporcion -b— = ; ; Supongamos que émbas fraccio-

nes son mayores que la unidad, y se tendra

] c a—b _c¢c—d .
FAi=g b =g
“de donde —‘:L:-ab- = -g; pero de la proporcion propuesta se de~
duce -% = -‘1 ; luego poniendo en vez de la razon %— su igual
—b b a
,Setendré. d—T—-?.

Si las fracciones -b— Y % no fuesen mayores que la unidad,

invirtiendo la proporciondadaa: b :: ¢ : d, se tendra % = %,

y aplicando 4 esta proporcion los mismos razonamientos que ar-
. . b

~ riba, puesto que las fracciones 27 —‘:— son mayores que- la

unidad, sera

que es lo que faltaba demostrar.
- 20
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‘CoNsecuENcIA. En toda proporcion, la diferencia de los an-
tecedentes es & la de consecuentes, como un antecedente es & su
consecuente. :

Sea la proporcion % = ‘J Alternando se hallara — = g ,

y aplicando & esta proporcion el principio que acabamos de de-
mostrar, tendremos, segun que @ sea > 6 << b,

a—¢ _a__C 6 i-:_l _ll__

b—d b d d— b b T d
que es lo que se queria prohar

357. En toda proporcion la suma de los dos primeros tér—

minos es a su diferencia, como la suma de los dos ulhmos esa
la suya.

¢
Sea la proporcnon - = 71
De lo ya demostrado (355 y 356) se deduce, si a > b,

' a+b _ b a—b b
c+d d Y c=d=d’

de donde ‘
a+b a—0b 6 a+b _ cH4d
c+d~ c¢c—d a—b  c¢c—d’

y si @ < b, se tendrd del mismo modo

b+a d+c
b—a  d—c’

que es lo que se queria demostrar.
ConsecueNciA. En toda proporcion la suma de antecedentes
es a su diferencia, como la suma de consecuentes es & la suya.
. a ¢
Sea la proporcion 3=d
Alternando y aplicando a esta proporcion lo diclio anterior~
mente, se tendrd, segun sea a > 6 <C b,

a+c _b+d , a+c b+d
a—c b—d ' T—aTd=i
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358. En toda proporcion se pueden multiplicar 6 partir por
un mismo numero los dos términos de una razon, lo mismo que
los antecedentes ¢ consecuentes, sin que varie la propomon
X
Sea la proposicion b =g

Si se multiplican 6 parten los dos términos de la fraccion
a

'y 0 d por un mismo nimero, dicha fraccion no se altera
(153-3.°); luego la proporcion no deja de subsistir multiplican-
do 6 dividiendo por un mismo nimero los dos términos de una
razon.

Si se multiplican 6 parten los dos antecedentes por un mismo
numero, lo cual equivale & multiplicar 6 partir las razones

—Z— Y % por dicho namero, las razones que resulten tambien

serdn iguales; luego la proporcion no varia multiplicando 6 par-
tiendo los antecedentes por un mismo numero.

Del mismo modo se demostraria que se pueden multlphcar 0
partir por un mismo nimero los consecuentes de una propor-
cion sin que por ello varie.

359. Las potencias de un mismo grado de los cuatro térmi-
nos de una proporcion estdn tambien en proporcion.

Sean los cuatro nimeros a, b, ¢ y d que forman la propor-

. a __ ¢ :
cion - = —r.

Elevando las dos razones que son iguales 4 la potencia m, se

() =(4 ) 6 bien - = G

lo cual quenamos demostrar.
360. Las raices del mismo indice de los cuatro términos de
una proporcion forman tambien proporcion.

Sea la proporcion -g; = -Z—

Extrayendo la raiz m de 4mbos miembros, se tendrd
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V&% b -‘;—:—

V—
que es lo que se queria demostrar.
364. Si dos proporciones tienen una Fa30N Comun , con las
otras dos podemos formar proporcion.
Sean las dos proporciones que tienen una razon comun

a m c m

5w VIS w
Como dos cosas iguales 4 una tercera son iguales entre si, se
tiene evidentemente

a —
b d
que es lo que se queria demostrar.

Consecuencia. St dos proporciones tienen los antecedentes 6
los consecuentes respectivamente iquales, con los consecuentes 0
antecedentes se podra formar una nueva proporcion.

Sean las dos proporciones que tienen los antecedentes iguales

m_s m__ %

a b’ ¢ d
Alternando se tiene

n.8 W _°

w0 e A

de donde, ségun el principio anterior, se tendra

‘a__¢
b d
Del mismo modo se deduciria de las proporciones
o_b c_d
m_ a’m _ n

la nueva proporcion

=

¢ .
= ~J» Segun queriamos demostrar.
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362. Los productos de multiplicar término & término dos 6
mds proporciones, estin en proporcion.

Sean las proporciones
a__c¢ a ¢ da _ ¢
T VST VT

Mulitiplicando, se tendra

a a a” ¢ ¢ ¢’ aa’'a” cc'c”
TXFXF=g>xXT>7T * Wy =daa

segun queriamos demostrar. ‘

Las razones de la nueva proporcion es el producto de las ra-
zones de las proporciones dadas.

363. Los cocientes de dividir término & término dos propor-
ciones, estdn en proporcion.

Sean las dos proporciones —‘;— == -;— Y -%:- = —ZL,, en las cua-
les se verifica

ad=bc y a'd=bc;
dividiendo miembro 4 miembro, serd

ad _ be
7 A Tk
6 lo que es lo mismo _
a d b c
T

de donde se deduce (167-3.*" caso)
a b c. d

R Zair i I

que es lo que se queria demostrar.
La razon de la nueva proporcion es igual al cociente de las
razones de las proporciones dadas.
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LEGGION XLI.

Serie de razones iguales. — De las medianas.
Serie de razonts iguales,

364. Se dice que varios pares de niimeros forman una serie
de razones iguales, cuando la razon que forma cada par es cons-
tante.

Ast, los pares de numeros 2y 3, £y 6, 12y48, 60y 90, etc.,
forman una serie de razones iguales, porque

2_4_12_60
36 18 90

. 2
La razon comun evndentemente es 3.

36%. En toda serie de razones iquales la suma de los ante-
cedentes es & la de consecuentes como un antecedente es & su con-
secuente.

Sea la serie de razones iguales

a b c __l_

Llamemos ¢ 4 1a razon comun, y se tendrd

a=daq, b=bq,c=¢q...l1=lq - [2).

Sumando ordenadamente y sacando el factor comun ¢ del se~
gundo miembro, se hallard . e
a—i—lg+c+ v l=(@ +V +¢ +...+V)Xxq.

Dividiendo ahora por el factor que multiplica 4 la razon ¢ y
poniendo en vez de esta letra una de las razones iguales que re-
presenta, tendremos, segun queriamos demostrar,

a+b+c+...+l @
prey ey prapsry i A

Consecvencia. En toda serie de razones iguales la suma de
un cierto namero de antecedentes es 4 la de los consecuentes
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correspondientes, como la suma de otro cierto nimero de ante-
cedentes es 4 1a de sus correspondientes consecuentes.

366. En toda serie de razones igquales, el producto de m
antecedentes es al producto de los consecuentes correspondientes
como la emésima potencia de un ‘antecedente es a la emésima | po-
tencia de su consecuente.

Multiplicando las igualdades [2] deducidas de la serie de ra-
zones ignales [1], se tendrd, suponicndo que sean en nimero m,

aXbXxXexX. .. Xl=agxbygxegx..xlqg=
@' < b el < < < gm,
De donde se deduce

axbxex..xl _ m__(&)’*_ am
T<<ex<.<V 1"=\o) =

367. En toda serie de razones iquales, la ravz emesima de
la suma de las potencias emésimas de los antecedentes es G la
raiz emésima dé la suma de las emésimas potencms de los con—

secuentes, como la suma de antecedeyfes es & la de consecuentes. .
~ Elevando la serie de razones iguales [1] 4 la emésima potencia,
se tendra esta otra serie:

g™ _ bm _ ¢m _In
o pm eim = i

de donde se deduciréa (365) ,
an 4-bm 4 cm ... +Im " am

am 4 p'm ¢im 4, 4 ['m T g/m°

Extrayendo la raiz emésima de dmbos miembros, se hallara

Ay e a——" __a
|’7a'm+b'm7|—c'm+ veo - Um

fromed >

al

. a _ a+b+c4..+1
pero se tiene R A A S T

luego

|’7am+bm+...+l"f _ a+b+...+1
Vangbmy aim OVl
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ConsECUENCIA. La raiz emésima de la suma de las emésimas
potencias de los antecedentes de una serie de razones iguales es
4 la raiz emésima de la suma de las potencias emésimas de los
consecuentes, como la raiz enésima de la suma de las potencias
enésimas de los anlecedentes es 4 1a raiz enésima de la suma de
las enésimas potencias de los consecuentes.

De las medianas.

368. Se llama en general mediana de varias cantidades una
- cantidad mayor que la menor, y menor que la mayor.

Entre el infinito nimero de medianas que entre varias canti-
dades podemos considerar, dos son las mds principales, y se
distinguen con los nombres de medianas diferenciales ¢ aritmé-
ticas y medianas proporcionales 6 geométricas.

Se llama mediana diferencial ¢ aritmética aquella que se ob-
tiene dividiendo la suma de varias cantidades por el ndmero de
ellas.

Mediana proporcional 6 geomélrica es la que resulta extra-
yendo del producto de varias cantidades la raiz cuyo indice sea
igual al numero de ellas.

Que las cantidades obtenidas segun las definiciones anteriores
son medianas tales como en general se han definido, es muy
sencillo probar.

Sean en primer lugar dos cantidades @ y b de las cuales se
tenga a > b. Si sumamos sucesivamente 4 los dos miembros de
esta desigualdad las cantidades a y b, hallaremos

e+6=2>a+b, de donge a > a-;—b
6+b0>b+b=2b, ";’b.

a-+b
2
prendida entre a y b, es decir, que es mayor que la menor b y
menor que la mayor a; luego es una mediana tal como en gene-
ral se ha definido.

es una cantidad que se halla com-

Vemos, pues, que

-
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Esta mediana diferencial tiene la propiedad, como inmediata~
mente se ve, de dnferenclarse de a y b en una misma cantidad
a—b

2

Sean, en segundo lugar, varias cantidades

a> b >c>d.. >,
con las cuales podemos establecer las relaciones

a=a,6>ba>c,a>d..a>1;

que sumadas ordenadamente y suponiendo que sean en nimero
P, tendremos

a+b+c+...+l |

ap>a+b+cH...41l, 0 a>

14
De 12 misma manera tendremos |
I<al<bili<e..l=l,
de donde .
pl<atboct +l, 6 I< “*"*;*'"""".

369. Pasemos & demostrar que las medianas proporcionales
0 geométricas son realmente medianas tal como en general se
han definido; es decir, que se hallan comprendidas entre la ma-
yor y menor de las cantidades de que son medianas.

Sean en primer lugar dos cantidades y supongamos que a > b.
Multiplicando sucesivamente por a y por b, tendremos

a®>ab y ab> b2, de donde a> |/ab y |/ ab >b.

Luego |/ ab, 6 sea la mediana proporcional entre a y b, se ha-
lla comprendida entre estas cantidades.

Sean, en segundo lugar, varias cantidades en ntmero n
a>b>c...>1, con las cuales podremos establecer las rela-
ciones ~
a=a,a>b, a>c¢, ...a>1,

que multiplicadas, rios dan

aﬂ.} abc...1, 0bien a>V" abc ... 1.
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Del mismo modo tendremos
l<a, I1<h I<e...l=],
de donde

I»<abe...1, dbien I <} abc...T

Luego lo mediana proporcional 6 geométrica, 6 sea la raiz del
producto de varias cantidades cuyo indice sea el nimero de és-
tas, es una mediana segun la hemos definido en general.

370. La fraccion que resulta de sumar término @ término

varios quebrados desiguales, es una mediana entre eslos que-
brados.
b ¢ l

Sean los quebrados > 5 > - > > 7

Llamando ¢ al valor de la mayor de estas fracciones, tendre—
mos sucesivamente

a=a'g, b<<bq,c<eg..l<lyg _
a+b4+c+..+HlI<(@+ b+ 4.+ 1)g

o+bd+c+...+1 ol
gy Curayypraprny .

Del mismo modo Ilamando ¢’ al valor del menor quebrado,
tendremos

a>a'g’, b> b, c> g l=1lg
a+bt+cH ... +I>@+b0+c+...+1U)¢

6+btc+...4+1! l

a4+ ¢+ ...+ >q=7-

Luego la fraccion que resulta de sumar término & término
varios quebrados desiguales, se halla comprendida entre el ma-

yor y menor de estos quebrados, y por tanto es una medlana,'
segun queriamos demostrar.

OBSERVACION. Si hacemos @/ = b’ = =..=1l=1,cze
convertiria la mediana anterior en la mediana dlferencial.

371. La mediana aritmética de dos cantidades es mayor que
la mediana geométrica..
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Sea a > b, representemos por d la diferencia que hay entre
» estas cantidades, y tendremos que el valor de la mediana arit-
mética serd ,
' 6+b b+d+b . d
2 2 2°

L2 mediana geométrica serd -
Vab =/ b+ d)b =)' B+ bd.

Como en general |/ab es un niimero inconmensurable, no po-
dremos compararle directamente con la mediana aritmética;
pero si los valores de 4mbas medianas los elevamos al cuadrado,

tendremos
a + b\2 2 d2

*

(V/ab )2 = b2 + bd.
El primer cuadrado excede al segundo en la cantidad #‘l;,

luego si el cuadrado de la mediana aritmética es mayor que el
de la geomélrica, es claro que aquella sera mayor que ésta, se~
gun queriamos demostrar.

OsservacioN. A medida que la diferencia d vaya creciendo,
la mediana aritmética se diferenciard mds de la geométrica, y
por el contrario, disminuyendo la diferencia d, las dos medianas
tienden & ser iguales, y por tanto podra en algunos casos susti-
tuirse la una por la otra; mas para ello conviene expresar el
error que se comete tomando la una por la otra.

Si representamos por M la mediana aritmética, y por m la
geométrica, tendremos, segun hemos visto anteriormente,

»a-l?;

M2 — m2 = ,

y como la diferencia de cuadrados es igual 4 la suma por la di-
ferencia de las raices, se tiene

(M - ) (M — ) = &

P
de donde .
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M i

=M m)
cuya formula nos expresa el error que se comete sustituyendo
una de las medianas por la otra.

372. En toda serie de razones iguales la mediana geomé-
trica entre la suma de los antecedentes y la de los consecuentes,
es igual & la suma de las medianas geométricas de los dos tér-"
minos de cada razon.

Sea la serie de razones iguales

a _ b ¢
TSV

l
—.'.=T=q.

»
Segun lo demostrado ya (365), se deducira

a+btcH4.. 1
ey Yy iy et £

de donde
6t+btct .. l=q@+b+c+..4).
‘Multiplicando ahora 4mbos miembros por la suma -

& +b0+c ..+,
se tendra o '

@+db+c+..+ )@+ + 4+ +l)= .
(@ =4+b +c +...+U)2q.

Extrayendo la raiz cuadrada de los dos miembros, se hallara

Ve+bd +et+ .+ )@ +V e+ ) =
@+ 4.+ 7.

Efectuando el producto indicado en el segundo miembro, in-
troduciendo debajo de los radicales las cantidades a’, ¥/, ¢/, etc.,
y haciendo la reduccion despues de poner sucesivamente en vez

de ¢ su valor —::7 , %, etc., se tendrd finalmente, segun que-
riamos demostrar,
Vie+btcet+...+0)@+0V+c+.. +V) =

Voa /B ...+ T
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LEGCION XLII.

Cantidades proporcionales. — Regla de tres simple. — Regla de tres compuesta.

\

Cantidades proporcionales.

373. Si dos cantidades estdn ligadas entre si de tal modo que,
variando una de ellas, la otra varia forzosamente tambien y re-
ciprocamente, se dice que la una depende de la otra; por lo que
las distinguiremos con los nombres de causas y efectos.

374. Dos efectos de una misma naturaleza son directamente
proporcionales 4 sus causas; y reciprocamente, dos causas de
una misma naturaleza son directamente proporcionales & sus
efectos respectivos, cuando suponiendo que una de estas causas
es un cierto namero de veces mayor 6 menor que la otra, su
efecto correspondiente es el mismo nimero de veces mayor 6
menor que el otro; y reciprocamente.

Asi, por ejemplo, se dice que los espacios que recorre un
cuespo. con una velocidad constante, son directamente propor-
cionales 4 los tiempos que emplea en recorrerlos, y reciproca-
mente. En efecto, si un cuerpo recorre en un cierto tiempo un
espacio determinado, en un tiempo doble, triple, etc. recorrera,
segun se sabe por la Fisica, un espacio doble, triple, etc. que
el primero; y por el contrario si un cuerpo recorre un espacio
en un cierto tiempo, para recorrer otro que sea doble, tri-
ple, etc., necesita tambien un tiempo doble, triple, etc. que el
primero. '

376. Dos efectos de una misma naturaleza son inversamenté
proporcionales & sus causas; y reciprocamente, dos causas son
inversamente proporcionales 4 sus efectos respectivos, cuando
suponiendo que una de estas causas se hace un cierto namero
de veces mayor 6 menor, su efecto correspondiente se hace este
mismo namero de-veces menor 6 mayor que el otro; y recipro-
camente.

Asi, por ejemplo, se dice que los tiempos que tarda un cuer-
Po para recorrer un espacio, son inversamente proporcionales 4
* las velocidades que lleva; y reciprocamente, las velocidades
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que lleva un cuerpo para recorrer un espacio, son inversamente
proporcionales 4 los tiempos en que ha de recorrerlo. En efec-
to, por la Fisica se sabe que si un cuerpo con una cierta veloci-
dad recorre un cierto espacio en una cantidad de tiempo, llevan-
do doble, triple, etc. velocidad recorrerd el mismo espacio en
la mitad, tercera, etc. parte de tiempo que la primera vez. ‘

La proporcionalidad de las cantidades, unas veces se admite
como verdades evidentes, otras como convenios, y otras, final-
mente, como verdades cuya exactitud se demuestra .en las cien-
cias & que pertenecen.

Regla de tres simple.

376. Habiendo convenido en_distinguir con el nombre de
causas y efectos las cantidades que estando intimamente ligadas
entre si, sean directa 6 inversamente proporcionales, diremos que
regla de tres simple es aquella por medio de la cual se resuel-
ve el problema de dadas dos causas, que son directa 6 inversa-
mente proporcoonales G sus efectos, y uno de estos efectos, ha-
_ Uar el otro: 6 dados dos efectos que son directa 6 inversamente

proporcionales a sus causas, y una de estas causas, hallar la
olra.

La regla de tres se dice que es directa cuando los efectos son
directamente proporcionales 4 las causas, & tnversa cuando lo
son inversamente.

Como los efectos son directamente proporcionales & las cau-
sas, cuando aumentando 6 disminuyendo éstas, aumentan 6 dis-
minuyen aquellos en la misma proporcion, se dice que segun
las causas vayan de mayor & mayor 6 de menor & menor, los
efectos van tambien en la regla de tres direcfa de mayor & ma-
yor 6 de menor 4 menor; es decir, que 4 mayor 6 menor causa,
corresponde mayor 6 menor efecto, y al contrario.

Si los efectos son inversamente proporcionales a las causas,
aumentando 6 disminuyendo éstas, disminuyen 6 aumentan en
la’ misma proporcion aquellos; por lo que se dice en las reglas
de tres tnversasque si las causas van de mayor 4 menor, ¢ de
menor & mayor, los efeclos van de menor & mayor 6 de mayor
& menor; es decir, que 4 mayor causa corresponde menor efecto,
y al contrario.
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De modo que la regla de tres simple sera directa cuando &
mayor 0 menor causa corresponda mayor 6 menor efecto, 0
como se dice abreviadamente, cuando vaya de mayor & mayor
o menor G menor. Y serd inversa cuando & mayor 6 menor cau-
sa, corresponda 4 menor 6 mayor efecto, 0 cuando vaya de ma-
yor & menor, 6 de menor & mayor.

377. Como el problema que se resuelve por una regla de tres
simple directa 6 inversa, queda reducido en ultimo resultado &
encontrar el cuarlo término de una proporcion, toda la dificul-
tad consiste en plantearla de modo que su cuarto término sea el
que se busca; para lo cual despues de bien examinado el pro-
blema vy visto si el resultado debe aumentar 6 disminuir & medida
que su causa aumente 0 disminuya, 6 si por el contrario debe
aumentar ¢ disminuir & medida que aquella disminuya 6 au-
mente, sabremos si la proporcion va de mayor & mayor, de me-
nor 4 menor, de mayor & menor, 6 de menor 4 mayor; visto lo
cual, se colocaran los dos términos conocidos de igual nalura-
leza del modo que indica el cuadro siguiente:

de mayor 4 mayor
0
de menor & mayor,

el mayor 4 la

Si la proporcion va
Propore derecha.

de menor 4 menor
o
de mayor & menor,

el menor 4 la

Y si la proporcion va derécha.

_ Despues se colocan los otros dos, de modo que el cuarto sea
siempre el que se busca.

Esempros. 1.° Si 8 hombres hacen 38 varas de una cierta
obra en un dia, 42 hombres, cudntas haran?

Los datos se escriben asi:

8 hombres hacen 38 varas.
42 1d. cuanto harén? z »

Como 42 hombres harin mis que 8, z serd mayor que 38,
por consiguiente la proporcion va de mayor & mayor; por lo
que se planteard poniendo & la derecha el mayor niumero de
hombres : asi

8:42::38:a.
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Dividiendo por 4 los dos términos de 1a primera razon y lué-
go por 2 los antecedentes, lo cual no altera la proporcion (358),
se tendra

. 1:3::49:2, dedonde z=49>%3=57
varas que harén los 12 hombres.

©2.° A2 hombres hacen 57 varas de una obra.
8 ¢d. cudnto haran? =z »

Debiendo hacer 8 hombres ménos que 12, la proporcion va
de menor & menor, y se tendrd

12:8:: 87 : z.

Dividiendo por 4 los dos términos de la primera razon y por
3 los antecedentes, sera

1:2::49:2, dedonde z=49><2=38
varas que hardn los 8 hombres.

3.° 8 hombres hacen una obra en 36 dias.
42 1d. en cudntos la harain? En z »

Comq & mds hombres se necesita ménos tiempo para hacer
una cierta obra, la proporcion va de mayor & menor, y por con-
siguiente s¢ tendrd

12:8::36:2;
y simplificando, serd 1:8:: 3:¢,
de donde C=2>8=2
dias que necesitan emplear los 42 hombres.

£.° A2 hombres necesitan 24 dias para hacer una obra.
8 4d. cudntos necesitaran? «.

Como 8 hombres necesitan més dias de los que han necesita-
do 412 hombres para hacer una obra, la proporcion ird de me-
nor & mayor; de modo que se tendrd
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8:42 24:@;
simplificande, serd  4:42:: 3:z,
de donde 2=3>x<12=36

dias que necesitan los 8 hombres para hacer la obra.

Nora. Los dos primeros ejemplos son de regla de tres directa,
Y los dos ultimos de regla de tres inversa.

378. Estos ejemplos, lo mismo que todos los que se resuel-
ven por proporciones, pueden tambien resolverse. por-el método
llamado de reduccion & la unidad. Cuyo método consiste en
hacer una aplicacion directa en el problema de que se trata, de
los usos que de las cuatro operaciones fundamentales hemos ex~
plicado al principio de la Aritmética. '

Resolvamos por el método de reduccion & la unidad estos
cuatro ejemplos.

Esempros: 4.° Si 8 hombres hacen 38 varas de una obra en
un dia, 12 hombres cuéntas hardn?

ResoLucioN. Si 8 hombres hacen 38 varas, un hombre solo

har4 —385, v 42 harin §8§><42_§>;—-‘-2—=49><57
varas.

2.° Resorucion. 42 hombres hacen 57 varas: par tanto un
hombre solo hara 57 7Y 8 hombres hardn i’; > 8=19><2=38
varas.

3.° ResoLucioN. 8 hombres hacen una obra en 36 dias: por
consiguiente , un hombre solo la haria en 36 >< 8, y 12 hom-
BX8 =axs=2

4.° ResoLucion. Si 42 hombres necesitan para hacer una
obra 24 dias, un hombre solo necesnaré 12 < 2%, y 8 hombres
A2 28 — 125¢ 3= 36 dias.

Cuyos cuatro resultados estin conformes con los hallados an-
teriormente por el método de las proporciones,

bres la haran en

la haran en
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° Regla de tres compuesta, -

379. Regla de tres compuesta es aquella por medio de la cual
se resuelven los problemas’que dependen de dos 6 mds propor-
ciones.

Para plantear una regla de tres compuesta, no hay més que
ir estableciendo las proporciones 4 que dan origen las diferentes
reglas de tres simples que se obtienen suponiendo sucesivamente
comunes todas las condiciones ménos una en el problema que se
resuelve. La cantidad desconocida de la dltima proporcion serd
la incognita de la cuestion, la cual se hallard multiplicando or-
denadamenie todas las proporciones, y determinando el cuarto
término de la que resulta despues de simplificada.

Eiempro. Si 8 hombres en 42 dias han hecho una zanja de
420 varas de larga, 18 varas de profunda y 3 de ancha; 42
hombres en 8 dias, cuintas varas hardn e otra zanja de 12 va-
ras de profunda y & de larga‘?
~ Los datos se escriben asi:

8 homb. en.12 dias hacen 120 v. 1. 18 v. p.- 3. a.
12. » en 8 » codntas? z »ded2 » y & » -

Para plantear este problema se establecerdn las* properciones
siguientes:

B TS 8:42 :: 420: 2
2 e e e e 12: 8:: o "
3% . .. 12:48 2 o7 1gr U]
2o oo 0., k: 3:: 2"

las cuales se han obtenido diciendo: si 8 hombres en 42 dias
hacen una zanja de 420 varas de larga, 48 de profunda y 4 de
ancha; 42 hombres en el mismo tiempo, cudntas varas hardn
de otra que tenga la misma profundidad y anchura? Represen-
tando por 2’ el resultado, se hallard la proporcion 1.*

Si 12 hombres en 12 dias hacen una zanja de 2’ varas de lar-
ga, 18 de profunda y 4 de ancha; cudnto harin en 8 dias, de
otra que tenga la misma profundidad y anchura? Representando
por 2" el resultado, se obtiene la proporcion 2.*
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Si 12 hembres en 8 dias hacen una zanja de a:” varas de lar-
ga, 18 varas de profunda y 4 de ancha; cuéntas varas hardn de
otra que tenga 12 varas de profunda y la misma anchura? Re-
presentando por z” el resultado, se obtiene la proporcion 3.

Y por ultimo, si 42 hombres en 8 dias hacen una zanja de #”
varas de larga, 12 de profunda y 3 de ancha; cudnto hardn de
ofra que teniendo la misma profundidad su anchura sea & varas?
Representando por # el resultado, se hallard la 4£.* y dltima
proporcion.

De modo que la Gltima incognita £ nos expresard las varas
que hardn 412 hombres en 8 dias, de una zanja de 42 varas de
profunda y 4 de larga, en el supuesto de que 8 hombres en 42
dias hacen 420 varas de otra que tiene 18 de profunda Yy 3 de
ancha.

El valor de dicha mcbumta z se podria obtener hallando pri-
mero el valor de 2’ en la primera proporcion, sustituyendo su
valor en la segunda y hallando el de 2”, poniendo este valor en
la tercera y hallando el de 2”, y por ulumo sustituyendo este
valor en la cuarta Y hallando el de z; pero es més sencillo de-
terminar dicho valor multiplicando las proporclones [4], por
cuyo medio desaparecen las incognitas auxiliares 2/, & y2”.
Asi, efectuando dicha multiplicacion, se tiene la proporcnon
compuesta

8 XX A2 42X} £ :42<8><48><3 :: 120: z;

la cual se reduce, quitando los factores comunes de los dos tér-
minos de la primera razon y de los antecedentes, 4

1:9 15w,
de donde z=45>x<9=135

varas que hardn de la zanja en cuestion, los 12 hombres en 8
dias.
380. En la préchca se disponen los cdlculos abreviadamen~—

te asi:
8§:12

12.: 8
12: 18
£: 3

0120 : 2.
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En donde se sobreentiende que los términos de la primera ra-
zon son el producto de las razones comprendidas en la llave, las
cuales se forman directamente, como se ha dicho en la regla de
tres simple, prescindiendo sucesivdmente de todas las condicio—~
nes ménos una.

Por consiguiente, quitando factores de los térmmos de la pri-
mera razon, se tiene

1
; 10420 2,
3

W 2O o om

Oloqueeslomismo 8:9 :: 420:z,

y dividiendo por 8 los antecedentes, sera
1:9 : 15:2, dedonde ¢ =15><9 =135,
que es el ntmero de varas hallado anteriormente.

S LECCION XLIII.

Regla de interes. — Regla de descuento,
Regla de interes.

384. Se llama interes de un capital, lo que éste prodace,
durante un cierto tiempo, prestado con la condicion de que
cada 400 unidades de dinero reporten al prestador una cierta
cantidad anual, la cual se llama tanto por cienlo.

El interes puede ser simple y compuesto; se dice que el inte~
res es simple, cuando las ganancias que produce un capital cada
aiio no forman parte del mismo capital, y por consiguiente no
producen nada. El interes se llama compuesto cuando los pro-
ducidos en cada afio por el capital, se agregan al mismo para
que & su vez ganen lo que les corresponda en lo sucesivo.

~ 382. Regla de inleres es aquella por medio de la cual se de-
termina la ganancia de un capital prestado 4 un tanto por 100
anual, ya sea & interes simple 6 compuesto.
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En la regla de interes hay que-considerar el capital que se
impone 6 presta, el fanto por 100 & que se presta, el tiempo
que dura el préstamo y la ganancia que reporta.

383. Inreres smeie. La regla de interes simple estd fanda-
da en los dos principios siguientes :

A.° Las ganancias de un capital son proporctonales a los
tiempos que estd prestado

2.° Las ganancias de dos capitales prestados por un mismo
tiempo son proporcionales & dichos capitales.

384. El producto del capital por el interes y por el tiempo
es tgual & cien veces la ganaucia.

En efecto, sea C el capital, ¢ el tiempo, ¢ ¢l tanto por 4100 y
G la ganancia; segun los dos principios fundamentales de la re~
gla de interes, queda el problema reducido 4 la siguiente regla
de tres compuesta: "

Ganando 100 reales en 1 aiio ¢ reales,
el capital C en ¢ afios, ¢ cunto ganara? G.

Llamando # 4 la ganancia del capital C en un afio, se tendrin
las proporciones
100:C :: 7:2
A:t 2:G,
las cuales multiplicadas ordenadamente, nos dan despues de qui-
tar el factor # de los dos términos de la segunda razon
400 : Ct :: 1 : G
de donde se deduce
Cit=100 G,
que es lo que se queria demostrar. .

385. De la relacion anterior se deduce que conociendo tres
de las cuatro cantidades que entran en la regla de interes, se
puede determinar la cuarta; por cuyo medio se obtienen cuatro
expresiones ¢ formulas, con las cuales se resuelven todos los
problemas relativos al interes simple.

Asi, la expresion 0 formala que da el valor de la ganancia,
conociendo el capital, interes y tiempo, es
Cit
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La formula que da el capital en valores de la ganancia, n-
teres y tigmpo, es
__ 100G
T _ :
La que da el #nferes, cuando se conoce el capital, tiempo y
ganancia, es

C

[23.

. 100G
i=—g— [

Y por' ltimo, la que da el tiempo en valores del cepital, in-
teres y ganancia, es

100 G

Con estas cuatro formulas se pueden resolver todos los pro—
blemas relativos al interes simple.

Eiemeros. 1.° ;Qué ganancia producird en & ailos el capi—
tal 8000 duros, al 6 p. 9/, anual? (*)

Aplicando la formula [4] se tendra

8000 >< 6 < &

100 = 80 >< 6 > & = 1920 duros.

G=
2.° ;Qué capital se deberd poner al 6 p. 0/ anual, para que
en k aiios produzca 1920 duros?
Por la formula [2] se tiene

100 >< 1920 __ 192000

<k — % = 8000 duros.

C=

8.° 4A qué inferes se deberd prestar el capital 8000 duros,
para que en & aitos produzca 41920 duros?
De la formula (3] se deduce que

;00> 1920 _ 192000 _ 192 _
=T8000>< & _ 32000 32 O °

32
£.° ;Cudnto tiempo se deberd tener prestado al 6 p. 9/, el ca-
pital 8000 duros, para que dé 1920 duros de ganancia?

(") El signo p. *,, que se lee por ciento, sirve para expresar el tanto
por 100 4 que se presta 6 impone un capital,
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Segun la formula [4] se tiene

100>< 4920 _ 492000 192
‘8000><6 T k8000 T 48

386. IntEREs comeuesto. El objeto principal de la regla de
interes compuesto, es hallar en lo que se convierte un capital
al cabo de un cierto tiempo prestado & interes compuesto, & un
tanto por ciento anual.

En las cuegtiones de interes compueslo se conviene en que al
final de cada unidad de tiempo, se incorpore al capital los inte-
reses devengados en aquella unidad, para que éstos ganen en lo
sucesivo sus intereses correspondientes.

Esto supuesto, por medio de varias reglas de interes simp]e,
podremos hallar en lo que se convierte un capital prestado 4 in-
teres compuesto.

En efecto, suponiendo que la unidad de tiempo 4 que estd im-
puesto un capital sea el afio; es decir, que el tanto por ciento de
ganancia sea anual, podremos hallar lo que dicho capital pro-
duce en el primer aflo, y uniendo ganancias y capital obtendre-
mos el del segundo afio; cuya ganancia podremos tambien de-
terminar, la cual agregada al capital del segundo afio tendremos
el del tercero, y asi sucesivamente. El ultimo capital hallado
expresard en lo que se convierte el capital propuesto al cabo de
un cierto tiempo, prestado & interes compueslo, y la diferencia
entre estos dos capitales serd la ganancia que dicho capital ha
producido.

Por este medio se-determina la férmula que liga las cuatro
cantidades que entran en las cuesliones de interes compuesto.

Para lo cual supondremos que sea ¢ el capital actual, ¢ el
~ tiempo, r el interes que produce un real en un afo, y C el ca-
pital unido con los intereses al fin de los ¢ afios.

Puesto que un real produce r al cabo de un aiio, el capital ¢
producird er ; por lo tanto, al fin del primer afio el capital ¢ se
habra convertido en

' c+er=c(d +r).

t= = 4 aios.

Este capital se convertira al final del segundo aiio en
' c( 41 (1 +r)=c(t+rp
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" Del mismo modo se verd que al final del tercer afio se tendra
por capital ,
c(t +r)3;
y en general al cabo de # afios se tendra !

C=c(4r).

Esta formula liga las cuatro cantidades C, ¢, r y ¢, de la cual
se deducird el valor de una de ellas, conocxendo el de las otras
tres.

Cuando ¢ 1o es un nimero exacto de afios, sino que expresa
un cierto nimero de aios, mads un cierto nimero de meses-¢
dias, se determina, por la formula, en lo que se reduce el capi-
tal al cabo de los afios que hay en ¢, y al resultado se le afia~
den los intereses del mismo, correspondientes d los meses 6 dlas '
que contiene ademas el tiempo ¢.

o Regla de desouento.

-

38‘7 La regla :de - descuento tiene por ob]eto determinar-la
cantidad ‘que débe descontarse de una letra que debléndose pa-
gar-al ‘cabo de cierto tiempo, se cobra, con un tanto-por ciento
de ‘déscuenio ‘anual, 4ntes de finalizar el plazo '

- Si unapersona tiéne una lefra 6 pagaré que debe cobrar al’
cabo de un cietto uempo, Y qulere verificarlo antes’ de ‘finalizar
el plazo, es justo.que si halla quien: tome dicha ‘letra pagaré,’
convengan en que el tomador no dé en la actualidad el valor:
total de la letra que se llama nominal, sino que ‘debe’ descontar
los intereses que produciria la cantidad que ‘anticipa, llamada
valor actual ; por lo tanto el problema que se ha de resolver es,
hallar qué cantidad debe pagar en la actualidad, para que su-'
poniendo que deba ganar un tanto por ciento anual,:las ganan-
cias en el tiempo que hay hasta el vencimiento, unidas' 4 la
cantidad que adelanta, den una suma igual al valor nominal de
. 1a letra. :

Sin embargo que lo dicho anteriormente es ]o que esté mds en
armonia con la justicia, 1o es 1o que mds se usa en el descuento
de los pagarés, sino que el tomador de la letra, 6 sea el que
-anticipa el dinero, no sblo cobra ¢ descuenta los intereses de la
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cantidad que adelanta, 6 sea del valor actual de la letra, sino
que tambien descuenta los intereses del descuento; y por consi—
guiente este método no es tan justo como el anterior, puesto que
el tomador de la letra cobra intereses de una cantidad que no
presta, cual es la diferencia que hay entre el valor actual de la
letra y el valor nominal.

Por consiguiente, distinguiremos dos clases de .descuentos: el
que se hace delJalor actual de la letra, y el-del-valor, nominal
de la misma.

388. DESCUENTO DEL VALOR ACTUAL DE LA LETRA. Siendo V el
valor nominal de la letra, V’ el valor actual, ¢ el tanto por.
ciento de descuento, ¢ el tiempo & que dicha letra es pagadera, y
D el descuento que hay que bacer; se tendra que: ‘D debiendo
ser.la ganancia del capital V’ en el tiempo ¢, sera (385)

__ it e e

Por otra-parte se tiene que el valor nominal de una letra es

igual al valor actual, més el descuento; luego

V=V + D, (2]
de donde Vi=V—D.

Poniendo el valor de V/ en la igualdad [4], se tiene
100D =(V—-D) tt-—.Vtt—Dtt

Agregando é los dos miembros el producto th y saoando D
factor comun, se tendrd

» D (100 + #¢) = Vit;
de donde dividiendo por 100 + ¢f, se-tiene * .
vit
100 + 1t °

Por esta férmula se halla el descuento del valor actual de una
letra cuyo valor nominal es'V, t el t:empo 4 que es pagadera,
6 1 el tanto por ciento.

389. Si en vez de hallar en la igualdad (2] el valor de V,

D__
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hallisemos el del descuento D, y lo susutuyeramos en la igual-
dad [4], se tendria

100 (V— V) = Vit 6 400 V — 400 V/ = V/it.

Agregando 4 los dos miembros 100 V', y sacando V' factor co-
mun, se tendra
100 V =V’ (100 + i¢),

de donde dividiendo por 100 - if, se tiene el @or actual de la
letra .
v 00V

100+t~

390. DESCUENTO DEL VALOR NOMINAL DE Ls LETRA. Como el
" descuento no es mds que la ganancia que produce el capital del
cual se descuenta, impuesto por el tiempo £ al ¢ p. 9/, se ten—
dra, representando dicho descuento por D/,

Vit
|
b'= o0

Por cuya formula se halla el valor del descuento que gene-
ralmente hacen los comerciantes, 6 sea el descuento del valor
nominal de la letra.

Comparando este descuento con el hallado anteriormente, se
ve que es mayor, como en realidad debia ser, y la diferencia
que hay entre ellos, no es més que los intereses al ¢ p. 9y del
verdadero descuento, correspondientes al tiempo f.

- En efecto, dicha diferencia es

D —D— Vit Vit Ve
=00 00+ 400(400+tt)

y los intereses del descuento D son tambien

Vit .
g 00 <Y Vizge

100 =700 (100 + ) *

v
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LEGGION XLIV.

RBegla de sociedad. — Regla de aligacion. — Regla conjunta.

Regla de sociedad,

Y

391. La regla de sociedad tiene por objeto hallar la ganan-
cia 0 pérdida que corresponde 4-cada uno de varios asociados,
conociendo los capitales de éstos, los tiempos que los tuvieron
impuestos, y la ganancia 6 pérdida correspondiente al capital
de todos, llamado capital social.

La regla de sociedad estd fundada en los tres principios si-
guientes:

1.° Las ganancias 6 pérdidas de dos capitales que estin im-—
puestos un mismo tiempo en una sociedad, son proporcionales &
dichos capitales. o

2.° Las ganancias 6 pérdidas de un capital, son proporcio~
nales & los tiempos que dicho capital esté impuesto en la so~
ciedad. _

3.° Las ganancias 6 pérdidas de dos capitales que estén im—
puestos diferentes tiempos en una sociedad, son proporcionales
a los productos de los tiempos por los capitales.

De estos tres principios, los dos primeres se admiten como
evidentes, aunque el segundo no es completamente exacto; el
tercero se deduce de los dos primeros.

.En efecto, sean C y €’ dos capitales, que estdn impuestos en
una sociedad durante los tiempos T y T’; sean G y G’ las ga~
nancias correspondientes. Represeatemos por G” la ganancia del
capital G impuesto durante el tiempo T', y tendremos, segun el
segundo principio, que las ganancias G y G” serdn proporciona-
les 4 los tiempos que el capital C ha estado impuesto; es decir,
que se tendra

G T
T

Las ganancias G” y G’ correspondientes a los capitales G y C/

\
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impuestos por el tiempo T, serdn, segun el primer prmclplo,
proporcionales & dichos capitales; esto es,

& _C

G o

Multiplicando ordenadamente estas dos proporciones Y qui-
tando el factor comun G” de los dos términos de la pyimera ra-
zon, se tiene

G CxT
G LOxT

que es lo que se queria demostrar.

392. Quedando pues reducida la regla de sociedad & dmdu'
entre varios socios un cierto capital, proporcionalmente 4 los
capitales que impusieron, si el tiempo es el mismo; 4 los tiem-
pos, si los capitales son iguales, y & los productos de los tiempos
por los capitales cuando tiempos y capitales son distintos ; vea—
mos cOmo en general se resuelve el problema de dividir un
cierto mimero en partes proporcionales & otros mimeros dados.

Sea N el nimero que hay que dividir en partes proporciona-
les 4 los nameros a, @/, a”, a” ... Representemos por z, 2/, 2",
2" ... las partesen que N queda dividido, y segun las condiciones
del problema, se tendréd

!

a __a _a
T o o ,

Como en toda serie de razones iguales la suma de anteceden-
tes es 4 la de consecuentes, como un antecedente cualquiera es
4 su consecuente (365), y observando que la suma de los con—
secuentes z + &’ + &” ++&” + ... es igual al niimero pro-
puesto N, se tendra, representando por S la suma de los antece~
dentes @ + a’ + a” + a’”

— T —— T — T ——

De donde podemos deducir los valores de z, ', 2” ..., los
cuales se hallan, dividiendo el mimero propuesto por la suing
de los mimeros & que han-de ser proporcionales -las partes, y
multiplicando el cociente por cada uno de estos niumeros.
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Esemrro. 1.°
o
Tres hicieron compaiita el "o 45000 7s. Ganaron
. el 2.° 20 000 »
. Y pusieron 3.2 5000 » 5000 rs.

" Se quiere saber cudnio corresponde ¢ cada uno.

El capital social es evidentemente 40 000 rs. ; la ganancia, 6
sea el nimero que hay que dividir, es 5000 rs., y los ndmeros
4 que han de ser proporcionales las partes son 45 000, 20 000
y 5000. » :

" Luego la parte de cada uno serd, segun la regla anterior,

8000 >< 15000 _ 75000000 _ 7500

ladeld.o... 50000 = 50000 = & — A875 rs.
. 5000><20000 _ 400000000 " 10000
ladel 2.°... 50000 — k0000 — & =25007rs.
5000 >< 5000 25000000 2500
ladel 3.°... 10000 = 50000 — &= 625 rs.

La suma de las partes es, como debe ser, igual 4 la ganancia
5000 rs.

Esemero. 2.° .
Tres hicieron com- z: 42'., gggg r)s). poi (83 me;s;es. Ganaron
pafia y pusieron ’ Po 10000rs.

el 3.°4000 » por9 »

Se quiere saber lo que corresponde a cada uno.

El niimero que hay que dividir es 10000, los nimeros & que
han de ser proporcionales las partes de cada uno son, segun el
tercer principio, 24000, 15000 y 36000, productos de los capi-
tales por los tiempos, y la"suma de estos niimeros es 750004 de
modo que la parte de cada uno serd, segun la regla dada,

260000000 __ 240000

ladel1.°. . . TB000 78 = 3200 reales.
Cladel 2.0 .. ‘bgggggoo = 452200 == 2000 reales.
ladet 3.0, . . BI00000._ IOV _ 4800 reales,

75000 T 76
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Regla de aligacion.

393. La regla de aligacion tiene por objeto determinar el pre-
cio medio 4 que se debe vender 1a unidad de una mezcla de va-
rias sustancias, cuyos precios son distintos; 6 determinar las
unidades de cada especie que se deben mezclar para poder ven-
der la unidad de la mezcla & un precio medio determinado.

394. El precio medio & que debe venderse la unidad de una
mezcla de varias sustancias de distinto precio, sabiendo las uni-
dades mezcladas y el precio de cada una, se determina multi-
plicando el valor de cada unidad por el nwimero de las que se
mezclan, sumando estos productos, y despues dividiendo la suma
por el nitmero de unidades mezcladas.

En ‘efecto, sean a, b, ¢, d ... las unidades que se mezclan,
cuyos precios respectivos son p, P, p"s p" ...; el precio de es-
tas unidades serd evidentemente ‘

ap +bp’ +cp” +dp” + ..

De modo que dividiendo el valor de la mezcla por el nimero
de unidades que hay mezcladas, se tendré el precio medio de la
upidad de la mezcla, esto es,

ap +bp' +cp” + dp” + ..
a+b4c—+d ...

Emwrro. Mezclando 24 fanegas de trigo de 4 60 rs. con
A5 fs. de 4 50 rs., y con 30 fs. deélfﬁrs y 4G como se debe
dar la fanega de la mezcla?

Se dispone la operacion del modo siguiente:
‘ Precio de 25 f5. 460 rs. . . . 60> 26 =AkkOrs.

Id. dedb » 450 » . .. 80<48= 750 »
Id. de30 » 446 » .. . 46><30=1380 »

Id. de 69 fanegas mezcladas. . . . . . . 3570 rs.

3570 4190
60 =33 = b1 rs.
393. En la resolucion del segundo problema, 6 sea hallar el

numero de unidades de distinto precio que se han de mezclar

Precio medio =

d. dela fanega de la mezcla ——
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para que la unidad de la mezcla sea de nn precio medio deter—
minado, hay que considerar dos casos: 1.°, que sélo sean dos
las especies que se han de mezclar; 2.°, que sean més de dos.

Desde luégo se comprende que esté segundo problema es in-
determmado, en el caso de ser el precio medio maygr que el
precio menor, y menor que el mayor; é imposible cuando el
precio de la unidad de la mezcla baya de ser mayor que el ma-
yor precio de las especies mezcladas, 6 menor que el menor de
dichas especies. En efecto, en el primer caso, una vez determi-
nada una solucion, se tendrén todas las que se quieran multi-
plicando los nimeros de dicha solucion por un mismo nimero
entero 6 fraccionario. En el segundo es imposible: porque si el
precio maximo de las unidades que se han de mezclar es 400
reales, por ejemplo, 1a unidad de 1a mezcla nunca puede valer
més de 400 reales; luego si se exige que ha de valer mﬁs, se
exige un 1mpos1ble

Sin embargo, la unidad de una mezcla puede venderse & un
precio mayor que el méximo de las especies mezcladas; pero-’
entdnces dicho precio no es medio entre los precios intrinsecos
de las unidades que se mezclan, sino que el autor de la mezcla
pone el precio que quiere, atendiendo 4 sus intereses particula—
res, 0 al trabajo que emplea en la confeccion de dicha mezcla.

Prescindiendo de estos casbs especiales, pasemos & resolver
los dos que comprende el segundo problema.

PriMEr caso. Siendo dos las especies que se han de mezclar
cuyos precios respectivos son p y p', m el precio medio com-
prendido entre p y p’, y @ & y las unidades que de cada espe-
cie se han de mezclar, se tendrd, que por cada unidad de la es-
pecie superior cuyo precio supondremos sea p, que se venda
al precio medio m, habrd una pérdida igual 4 la diferencia de
dmbos precios; es decir, de p — m unidades de dinero. Al
contrario, por cada unidad de la especie inferior cuyo precio
es p/, que se venda al precio m, se tendrd una ganancia marca-
da por la diferencia m — p’ de dichos precios; por consiguiente
en « unidades de la primera especie habrd una pérdida de
@ (p—m), y en y de la segunda, una ganancia representada
por y (m— p'); y como entre estas dos cantidades ha de haber
compensacion, se deberé tener
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z(p—m)=y(m—p)
de donde se deduce g
r=3M—=p)
p—m

De esf} formula se saca el valor de « correspondiente 4 cada
valor particular que se le dé & y; de modo que dando 4 y el va-
lor p — m 6 haciendo y = p — m, resulta para z el valor
m — p’; luego tomando un nimero de unidades de la especie
superior igual 4 la diferencia que hay entre el precio medio y
el inferior, y un nimero de esta especie inferior igual exceso
que hay del precio superior al precio medio, se tendrd una pri-
mera solucion. Si se quisieran otras, no habria mds que multi-
plicar por un mismo ndmero los hallados en esta primera so-
lucion.

EseMpro. ¢Cudntas fanegas de trigo de 6 60 rs. y de & &7
se deben mezclar para que gesulte trigo de 6 54 rs.?

Se dispondrd la operacion del modo siguiente :

PRECIO DE UNIDADES UNIDADES QUE SE DEBEN
MEZCLADAS. ID. MEDIO. MEZCLAR.
60 1s. Bk rs.  Sk—AT="1fs. de d 60 rs.
&7 » 60 —54=6/s.ded &7 »
Comprobacion.

7 fs. & 60 rs. importan 420 rs.
6 » 447 » .. ... 282 »

—_——

Fanegas mezcladas 43, Valor de todas.. . . 702 rs.
Valor de 1a unidad de la mezcla 702 : 13 = 54 rs.

Seeunpo caso. Cuando son mas de dos las especies que se
han de mezclar, se van combinando de dos en dos cuyos precios
comprendan el precio medio, y se obtendrén asf las diferentes
soluciones & que puede dar lugar este problema.

Esewrro. jCudnlas fanegas de trigo de 60 rs., de 48, de .
Bk y de &6, se deben mezclar pora obtener trigo de 50 rs.?

Se dnspondré la operacmn asi:

’
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PRECIO DE UNIDADES UNIDADES QUE SE DEBEN
MEZCLADAS. 1D. MEDIO. MEZCLAR.
60 rs. B0 — 8= 2fs. de 4 60rs.
58 » 50 rs 50 — k6= &k » ded Bk »
A8 » Y 60—580=10 » ded 48 »
46 » 54 —80= 4 » ded 46 »
Cmﬁprobacion.

2 fs.'a 60 rs. importan 420 rs.
E» a8k » ..... 216 »
10 » 448 » ...... 480 »-
E » 448 » ..... 48 »

—

Fanegas mezcladas 20. Valor de todas.. . . 1000 rs.
~ Valor de la unidad de la mezcla 1000 : 20 =50 rs.

Se pueden hallar otras soluciones combinando las especies -
dadas de otro modo, 6 multiplicando por un mismo ndmero los
de la solucion ya hallada.

Regla conjunta.

396. La regla conjunta 6 de cambio, tiene por objeto deter-
minar la equivalencia que hay entre las monedas de dos paises,
por las relaciones conocidas de estas monedas con las de otros
paises diferentes. '

La regla conjunta esta fandada en que los productos de va-
rias equivalencias, en las que la especie del primer miembro
de cada una es la misma que la del sequndo de la anterior, son
tambien equivalentes; siendo el primer producto de la primera
especie y el sequndo de la ultima.

- Es decir, que si se tienen, por ejemplo, las equivalencias

 8a>Bb(Y)
B <>
: 9004d7
se tendra 8 < 33< 98 < B> T Ad.

&
L 4

(*) El signo < que se lee equivalente ¢, expresa que lo que hay
4ntes de ¢l llamado primer miembro, es equivalente 4 lo que hay des-
' 22
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En efecte, multiplicando la primera equivalencia por el ni-
~ mero abstracto 3 y la segunda por 5, se tiene

8 <xJa <> P P
3> b <> T < Be,
de dondesededuce 8>< 38 <> 7 < Be.

Multlphcando esta Ultima por 9 y la tercera de las propuestas
por 7 < B, serd

8><3><9*'<>7><5><9c
937> B0 <> BT 4,
de donde 8>3 X9 <>H<TX4d;

y asl sucesivamente se continuaria si hubiese mas, por cuyo
medio llegariamos 4 demostrar lo que se queria.

Esto supuesto, para plantear y resolver un problema de re-
gla conjunta, se representa por z el nimero de monedas que se
busca, y despues se establecen las relaciones conocidas, de mo-
do, que la primera especie de cada una sea de la misma que la
segunda de la relacion anterior, hasta llegar 4 aquella cuya ul-
lima especie sea de la misma que la primera escrita; se multi-
plican entre si estas equivalencias, se quitan los factores comu-
nes que haya, y se halla el valor de la incognita #, que expre-
sard el resultado pedido.

Esemero. Supomendo que una libra esterlina equivale & 25
francos, 5 francos & 19 reales y 20 reales & un duro, cudntos
duros tendrdn 347 libras esterlinas?

Se estableceran las relaciones del modo siguiente:

x ds. <> 347 lid.
A b <> 25 fr.
5 fr.<> 49 rs.
20 rs. <> 1 dsg

* de donde se deduce que ,
&> 1 > 5>< 20 <> 347 .28 >< 19 > A duros,

pues; en el caso presente indica que 8 unidades de la especie a eqniva-
len 4 B de la especie b.



BEGLA DE FALSA POSICION. 339
y dividiendo por lo que multiplica & z, se tendrd

’

T U9 BTxM9 _ T98 _
H>< 20 - § - b
1648 1/, duros,

"6 lo que es igual 347 libras esterlinas equivalen & 1648 duros
y B reales.
®

LECGION XLV.

Regla de falsa posicion.
Regla de falsa posicion.

397. La regla de falsa posicion se define diciendo que es’
aquella en que, tomando un nimero arbitrario, pero conocido,
por el valor de la cantidad que se busca, y haciendo con él las
operaciones indicadas en el enunciado de un problema, llegamos
_ & obtener exacta 6 aproximadamente dicha cantidad, por medio
de correcciones convenientes.

La regla de falsa poswlon se divide en simple y doble, segun
que sean uno 0 dos los nimeros supuestos.

Se llama ndmero supuesto aquel que se considera como el ni-
mero que se busca, y el cual se somete 4 todas las cendiciones
del problema. El resultado que se obtiene no es en general el
que se debia obtener; porque si lo fuese, el nimero que se habia
supuesto seéria precisamente el nimero que se buscaba. No sien-
do, como decimos, el resultado que se obtiene igual al que se
debia obtener, habra una diferencia, y 4 esta diferencia se le
llama error de aquel supuesto.

Se da el nombre de correccion correspondiente:d un supuesto
dado, al nimero que: agregado. 0 sustraido de dieho supuesto,
nos da el niumero que se busca.

- En-todo: problema se trata' en general de ballar un nimero
que cumpla-con ciertas condiciones, las cuales vienen expresa-
das por las operaciones de la aritmética, de tal mode que el re-
sultado de efectuar estas operaciones con los nitmerds conocidos
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y la incdgnita de la ecuacion debe ser siempre un cierto ndmero
determinado, dando origen asi &4 una igualdad de la forma

- f (a;).—_— K, )]

en la cual f(z) representa la serie de operaciones & que en Gl-
timo resultado debe someterse el nimero que se busca «, y el -
segundo miembro K es un ndmero conocido que expresa el re-
sultado de las operaciones efectuadas en el primer miembro.g
Segun esto, cuando en vez de # pongamos un nimero cono-
cido @, y hagamos con él todas las operacienes que hariamos
con el ndmero z, si fuera conocido, llegaremos 4 un cierto re-
sultado K’ que ser4 distinto de K, de modo que se tendrd

. flo) =K,
de donde .
f@)—f)=K—K.

La diferencia K — K’ expresard precisamente el error cor-
respondiente al ndmero supuesto a.

La regla de falsa posicion se funda en que los resultados ob—
tenidos al poner nimeros particulares en vez de x en el primer
miembro de la igualdad [4], son proporcionales G estos i~
meros.

Este prmclpno exacto cuando la inodgnita z sblo viene eleva—
da & la primera potencia y ligada con los datos de la cuestion
por via de suma, resta, multiplicacion 6 division, deja de serlo
cuando viene elevada & una potencia cualquiera distinta de la
unidad, ¢ ligada con los datos por medio de una exfraccion de
raices.

398. Admitiendo como cierto en todos casos este principio,
podremos deducir las dos reglas siguientes:

1.* En la regla.de falsa posicion simple el numero que se
busca es iqual al cuarto término de la proporcion cuyos tres
principios son (f(2) =K'), K y el sdmero supuesto a.

2.* En la regla de falsa posicion doble, el nimero que se
busca es igual 4 la diferencia algebraica de los productos de
cada supuesto por el error del otro, dividida por la diferencia
algebrdica de los errores correspondientes.
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La primera regla es exacta cuando se trata de problemas en
los que la incognita, segun hemos dicho anteriormente, s6lo vie-
ne elevada 4 la primera potencia. En efecto, si al expresar to-
das las condiciones de un problema por medio de las operacio-
nes aritméticas sblo aparece la intognita que representaremos
por z, elevada 4 la primera potencia, podremos reunir todos
los términos que contengan esta potencia en uno solo de la for-
ma Az, en el cual A expresa un nimero cualquiera, y si re-
presentamos por K el resultado que se debe obtener cuando en
vez de z se sustituya el nmero que se busca, obtendremos la
igualdad
Az =K.

Si ahora ponemos en vez de « dos nimeros-cualesquiera @ y a’
y representamos por k y k' los resultados, se tendra

Aa=FkyAd =¥,

de donde se deduce, dividiendo ordenadamente,

a __k
- =
cuya igualdad justifica el enunciado del principio.

Pasemos 4 la demostracion de 1a segunda regla, y para ello
representemos por z el nimero que se busca, por a y b los dos
nimeros supuestos, y por « y 8 los errores correspon(hentes de
modo que se tendrd

ﬂ)—K=w f®)—K=s.
Segun la Lipotesis, se tiene '

y-en virtud de una propledad de las proporciones (356), s
tendra

f&) —K
K

a - . —
T o Y K K T
De estas dos relaciones se deduce
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L _8—2,
BT b—2a’
y de ésta se saca sucesivamente
’ « a—=z
PRuny Sy
ae — ba
a—p
a—be Gz —aB — G + ba
a—fB T a—f

=ae¢—2,

r=q— ’

y finalmente,
ba —ag

a—fp?

segun queriamos demostrar.

De estas dos reglas nosotros solo aplicaremos la primera en
esta parte de la Aritmética, y para su completa comprension
propongamos algunos ejemplos:

ProsLema 1. Una persona tiene impuesta la mitad de su ca-
pital al 3 p. %)y, la tercera parte al 5, y el resto al 8; gana en
todo 24600 rs. al ailo. Se quiere saber qué capital tiene.

Supongames que sea el capital un nimero que tenga mitad y
tercera parte entera, tal como 3000 rs. Impuesta la mitad al
3 p. %, produce &b; la tercera parte al 5, da 50 rs. de ganan-
cia; y el resto, que es 3000 — (1800 + 400 rs.) = 500, im-
puesto al 8, produce 40 rs. Ganancia total 45 + 50 + 40 =
435; luego, segun la primera regla, se tendra

¢ _ 21600
3000 — 135 °’

de donde = m‘:—%&w = £80 000 rs.

Comprobacion. La mitad del capital 6 sea 240000 rs.
impuesto al 3 p. 9pda. . . ... 7200
La tercera parte 160000 al 5, dard. 8000
El resto 80000 al 8, producird. . . . 6400

Resultado conforme al problema.
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ProBLEMA II Un padre de 48 afios tenia dos hijos, el uno
de 16 aiios y el otro de 8; entre los tres hay que repartir pro-
porcionalmente G la edad 108 naranjas; se desea saber cudntas
le corresponden & cada uno.

Si 4 cada uno damos tantas naranjas como afios tiene, resul-
tardn repartidas 8 -+ 16 4 48 — 72 naranjas; lo que prueba,
que corresponden 4 cada uno mds naranjas. Tambien es cierto
que sabiendo lo que hay que dar & uno de ellos, al del medio
por ejemplo, se sabria las que corresponden 4 los otros, pues el
hermano menor tendria la mitad y el padre el triplo, puesto que
las edades se hallan en esta relacion: Ahora bien, si suponiendo
qué la parte del hijo mayor es 16, el niimero de naranjas es 72,

" para que el nimero de estas naranjas sea 108, ;qué parte ha de
ser la del hijo mayor? Segun el principio primero sera

z _ 108 108> 16
16 =79’ de donde w———72—--_2&.
Comprobacion. Parte del hijo mayor.. . . . e 2%
Id. del menor.. . . ... ... oo A2
Id. del padre. . . . . e e e e 72
Numero total de naranjas. . . . 408

Resultado conforme con el enunciado del problema.

ProsLema III. Un platero tiene un riel de oro cuyo peso es
de 12 onzas, y cuya ley es de 0,92k de fino; ;qué cantidad de
cobre debe aumentarle para que resulte & una ley de 0,80 de
fino?

Ante todo debemos observar que el peso del oro no varia y

que siempre es igual 4 12 >< 0,924 — 44,088 onzas.

* Sila ley del riel fuera de 0,80, se hallaria para la cantidad
de fino que contiene el riel 12 >< 0,80 = 9,60, cuya cantidad
se diférencia de la verdadera en

11,088 — 9,60 —1,488 onzas.
Si ahora aumentamos una onza de cobre, resultara
43 >< 0,80 = 10,40 onzas,
cuyo nimero se diferencia del anterior en
10,540 — 9,6 = 0,80;
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luego segun el principio en que se funda la regla de falsa posi-
cion, se tendrd

o AA88
T—W—4’86 07}508.

Comprabacion. Siendo = 1,86 el nimero de onzas de co-
bre que se debe agregar para que resulte de la ley de 0,80 de
fino, se tendra que el peso del nuevo riel sera de :

12 + 1,86 = 13,86 onzas.

| Multiplicando -este mimero por 0,80 para hallar el oro fino
que contiene, tendremos ' '

13,86 >< 0,80 = 11,088,

cantidad exactamente igual 4 la que hallamos al principio.



OGTAVA PARTE.
PROGRESIONES Y LOGARITMOS.

Progresiones.

LEGGION XLVI.

Progresiones por diferencia. Expresion del término general y de la suma de los » pri-
meros términos de una progresion. — Interpolar entre dos nimeros dados, un clerto
namero de términos diferenciales. '

Progresiones por diferencia. — Fxpresiones del término general y de
la suina de los # primeros términos de una progresion.

399. Se llama PROGRESION ARITMETICA O PROGRESION POR DIFE-
RENCIA, una serte de nimeros tales, que cada uno excede 6 es
excedido del anterior en una cantidad constante que se llama
RAZON de la progresion. Cada uno de los nimeros de la progre-
sion se llaman TERMINOS de la misma. .

Se dice que la progresion es creciente, cuando sus términos
van aumentando; y decreciente, cuando van disminuyendo.

Las progresiones por diferencia se expresan escribiendo sus
términos unos & continuacion de otros con un punto intermedio,
precedidos de este’ signo = que se lee como. Asi, se expresara
que los mtmeros 2, 5, 8, 44, 44, 17, 20 estdn en progresion
por diferencia, escribiéndolos de esta manera:

£2.5.8.110 4. 47. 20;

la cual, como se ve, es creciente, y su razon es 3.
Esta misma progresion, escrita en un érden inverso, nos dara
la progresion decreciente

+20 .47 .44.114.8.5.2,
cuya razon es — 3. h
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De modo, que si convenimos en llamar progresion 4 una se-
rie de nimeros que cada uno se obtiene agregando al anterior
una cantidad constante llamada razon, la cual puede ser positi-
va 6 negativa, tendremos, que si la.razon es positiva, los tér-
minos irdn creciendo, y por tanto la progresion serd creciente;
y si es negativa, dichos términos irdn decreciendo, y la progre-
sion serd decreciente.

£00. Las progresiones por diferencia pueden ser limitadas
0 tlimitadas, segun que el namero de sus términos sea limitado
¢ ilimitado. '

Los términos de una progresion limitada se representan gene-
ralmente por las letras a, b, ¢, ... A, k, I; 1a razon por r, el ni-
mero de términos por n, y la suma de los mismos por S.

. k04. Un término cualquiera de una progresion por diferen-
cia limitada, es igual al primero mas tanfas veces la razon
como términos tiene dntes de st; 6 1gual al ultimo ménos tantas
veces la razon como términos hay despues de él.

Sea laprogresion + @ .b.c....tm—1.tm .tmt1 ... h . k.1,
cuya razon positiva 6 negativa es r, cayo nimero de términos
es n, y en la cual el término #» suponemos que tiene m — 1 én-
tes de si, y por consiguiente despues de si tendré un niimero de
términos igual 4 la diferencia que hay entre el nimero total n
de términos de la progresion y el ndmero m que hay desde el
primero hasta él inclusives; es decir, n — m.

Esto supuesto, segun la definicion, tendremos

b=a+r,c=b+r, -..tm':'—.tm—l -+
tn+1=Im=+7r,...k=h+r, l=.k+r,

. 1]

o b=a+r,c=a+2,...ln=a-+ (m—1A)
tndr=a—+mr,..k=a+n—r,l=a-+ (n—1)r.
Donde vemos, que cada término es igual al primero mds tan-

tas veces la razon como nimero de términos le anteceden; por
consiguiente, la expresion del término general es

t,,,=a+(m—4)r [2].
De las igualdades [1] se deducen estas otras:
k=l—r,h=k—r,...tan=lIn+1—71
tnet=tn—1, 0=¢c—r,a =b—r,
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Segun las expresiones [4], se tienen las igualdades

tn=atm—A)y y tm=Ilx(m—1)r,
que sumadas nos dan la siguiente:
® tﬂl -+ t,ﬂl == a -+ l,

que prueba lo que se querja demostrar.

404. La suma de los n términos de una progresion por dife-
rencia, esigual 6 la mitad de la suma de los exiremos multi-
plicada por el nimero de términos.

Sea la progresion za.b.c... k. k.1, cuyo niimero de tér-
minos representaremos, como ya se ha dicho, por n, y la suma
por S, de modo que se tendra

S=a+b+c+.. +h+k+l

escribiendo los sumandos en un orden inverso, lo cual no altera
la suma, se obtiene

S=l+k+h+... +'c+b+a;
y sumando estas igualdades. término 4 término, tendremos
2 =(a+ 1) -+ (b + & + (¢ + k) + ..+ (k+ ) + (I +a).

Cada uno de los n-paréntesis que hay en el segundo miembro,
indica la suma de los extremos ¢ de dos términos equidistantes
de los extremos; y como todas estas sumas son iguales (403), se
tendréd

S=(a+hn, dodonde 5= 5

que es lo que se queria demostrar.

£05. En las progresiones por diferencia, la expresion del tér-
mino general que se considera, no es la de un término cualquie-
ra [2], sino la del ultimo, que generalmente se representa por /;
asi, las expresiones del término general y de la suma de los ®
términos de una progresion limitada, son

(@+1U)n
—g

l=a+Mm—1)r (6] v S=
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Esenrro 1. Hallar el término del lugar 32 en la progresion
cuyo primer término es &, y cuya razon es 7.
Aplicando la férmula [6], se halla

I=t=4+3X<XT=4+27=221.

Esewero II. Hallar el término del lugar 8 en una progre-

sion cuyo ultimo término es 424, el numero total de términos
-es 20, y la razon 5. '

Puesto que el nimero de términos que tiene la progresion
es 20, y el que vamos buscando ocupa el lugar 8, el ndmero de
términos que tendra despues de si serdn 20 — 8 =12; y por
tanto, segun la formula [4], se hallard

tg =124 — 412 >< b = 124 — 60 = 6.

Eienrero 1. Hallar la suma de los términos de la progre-
sion cuyo primer término es 8, el nimero de términos 20, y la
razon k. ‘

Por la férmula (6] hallaremos el Gltimo término, que sera
1 =8+ 19 >< &k = 84, y por la [7] deduciremos el valor de
la suma *

g (88420
="

=92 >< 10 = 920.

Esewrro 1V. Hallar la suma de los n primeros nimeros en—
teros 1,2,3...n. '

Esta son los términos de una progresion por diferencia, cuyo
primer término es 1,% razon 4, el ndmero de términos n, yel
Gltimo » tambien; de modo que se tendrd

S__(4+nn_n2+n
=g =3

Esenero V. Hallar la suma de los n primeros nimeros sm~
pares y de los n primeros nimeros pares, & partir del 2.
Para la primera formula hallaremos

Sz 20 ;< " — n2; y parala segunda S =

(_g_—%n_)l‘ =n2 —+n.

£06. La primera férmula nos demuestra 1a notable propiedad
que la suma de un nimero n de nimeros impares consecuti-

»
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vos es igual al cuadrado del mismo némero n. De esta propie-
dad se deduce el medio de resolver el problema de hallar dos
cuadrados cuya suma sea tambien un cuadrado.

En efecto, si en la serie natural de los niimeros impares nos
detenemos en uno que sea un caadrado perfecto, este nimero y
la suma de todos los ndmeros impares que le preceden, que serd
tambien. por 10 dicho anteriormente un cuadrado perfecto, nos
dar una suma igual & la de todos los nimeros impares conside-
rados, que serd un cuadrado. Asf, consnderando la serie de los
nlmeros impares

1,3,5,7,9..2m—3, W—1 ..

Y suponiendo que el término 2n — 1, que ocupa el lugar n, sea .
un cuadrado- perfecto, se tendrd 2n— 4 = a2, la suma de los
n — 4 términos anteriores serd igual, segun lo dicho arriba, &
(m—4)%, y la suma de los » nimeros impares vendrd dada por
la expresion
=@2n—1=a?+ (n—1)%

luego la suma de los dos cuadrados a2 y (n — 4)2 forman otro
cuadrado n2, segun queriamos demostrar. '

Interpolar entre dos numeros dados un cierto numero de términos
diferenciales.

£07. Interpolar entre dos nimeros dados @ y / un cierto na-
mero m de términos diferenciales, es formar una progresion por
diferencia cuyo primer término sea &, el @timo /, y el nimero
total de términos m -+ 2, de los cuales los m intermedios se lla—
* man medios dt/erencmles
Como en esta progresion se conoce el primer término a, el
wltimo /, y el nimero de términos n=m -+ 2, podremos de-
ducir de la formula [6] el valor de la razon r, que sera
__l—a
T m1 .
cuya formula nos prueba, que la razon de la progresion que
tratamos de formar, es igual a la diferencia de los dos nime—
ros dados dividida por el mimero de medios que se guieren tn— .
terpolar, mas uno.

[ 4
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Conocida la razon r, la progresion pedida serd

+a.a+r.a+2r...a+mr.l.

Emnrro. Interpolar 42 medzos diferenciales entre los dos
numeros 4 y 40.
£0—1

Segun la formula anterior, hallaremos r = .

=3;

Wi

-
—

luego la progresion pedida serd
4. k.T.10.43.16.19.22.25.28. 34 .34.37. 40.

£08. St se interpolan entre los términos de una progresion
por diferencia un mismo numero de medios diferenciales, se
obtiene una sola progresion, cuya razon es igual al cociente de
dividir la razon primitiva por el nimero de medios mds uno,
que se tnferpolan entre cada dos.
Sea la progresion +a.b.c.d.e...k.l, cuya razon es
. b—a=c—b=d—c=0—d..=l—k=r.

Las razones de las diversas progresiones parciales que se oh-
tienen interpolando entre los términos a y b, b y ¢, ¢ y d, ete.

"un mismo namero m de medios diferenciales, son (£07)

b—a c—b d—c e—d
m+4’ m4+1" m4+=1’ m41""

las cuales son todas iguales & —ﬁ—r_'_—d- , puesto que todas tienen

un mismo denominador, y los numeradores son iguales & r. Ade-
mas, como ¢l ultimo término de cada una es el primero de la
siguiente, se sigue que podremos cobsiderar & todas. ellas como
una sola progresion, cuya razon es ﬁd_

409. Para interpolar entre dos nimeros dados un nimero
de medios diferenciales tgual & pp'p” ... — 1, se interpolan
primiero p — 1 medios diferenciales entre los dos nimeros da-
dos; luégo p"— 1 entre cada dos términos de la progresion que
resulte ; despues p” — 4, y asi sucestvamente. :

Para demostrar esta regla, consideraremos dos casps: primes~
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ro, que el ndmero de medios diferenciales que queremos inter-
polar entre los dos nimeros a y /, sea pp’ — 1; y segundo, que
sea igual ‘4 pp'p” ... — 4 ; es decir, que solo contenga la pri-
mera parte dos factores, 6 que contenga més de dos.

PrIMER CAs0. Sea pp’ — 4 el nimero de medios que quere-
mos interpolar entre los dos ntimeros a y {.

La razon de la progresion que resulta de interpolar pp’ — 1
medios diferenciales entre los dos ntmeros @ y /, es (£07)

l—a

r=
pr'

.
’

. —a .
pero si hacemos ¢/ = , el valor de r se convierte en

r= —p—,.

Ahora bien, r' es la razon de la progresmn que resulta de i iy
terpolar p — 1 medios diferenciales éntre a y !, y r es la razon
de la segunda progresion que resulta de interpolar p’ — 1 me-
dios entre cada dos términos de la primera; luego la razon r,
- que es lo que se necesita conocer para interpolar entre los dos
nimeros @ y / un nimero pp’ — 1 de términos diferenciales, se
puede hallar, segun la regla, interpolando primero p — 1 me-
dios entre a y /, y luégo p’ — 1 medios entre cada dos términos
de la progresion que resulte.

SeGunpo caso. Sea pp'p”p”... — 4 el numero de medios di-
ferenciales que se quiere interpolar entre los dos niimeros a y /.
Si representamos por P, el producto p’p”p”..., se tendrd para
nimero de medios que se han de interpolar la expresion pP, —1,
y segun el primer caso, la razon de la progresion que resulte,
se hallard interpolando primero p — 1 medios entre a y /, y
luégo P, — 1 entre cada dos términos de la progresion que re-
sulte. Mas para interpolar P, — 1 medios entre cada dos térmi-
nos de esta progresion, segun el mismo primer caso, y haciendo
Py =p"p"..., tendremos que interpolar primero p' — 4 me-
dios, y luégo P, — 1 entre cada dos términos de la nueva pro-
gresion que resulte, y asi sucesivamente, lo cual viene 4 justi-
ficar la regla dada.



ARITMETICAS. 353

#M0. Como caso particular del anterior, consideraremes aquel
en el que el nimero de medios diferenciales que entre dos ni-
meros a y [ se quieren interpolar, sea de la forma p» — 1, lo
cual se conseguird interpolando p — 4 medios entre los dos m’x-
- meros dados, y cada dos términos de las progresiones que suce-
sivamente se van obteniendo.

Asi, para interpolar entre a y / un nimero de medios dife-
renciales igual a 2» — 1, se inlerpolara primero entre @ y / un -
medio diferencial; luégo un medio diferencial entre cada dos
términos de la progresion hallada; despues otro medio diferen-
cial entre cada dos términos de la nueva progresion, y asi suce-
sivamente, hasta haber repetido esta operacion » veces.

411, Reciprocamente, st entre dos nimeros se interpolan pri-
mero p— | medios diferenciales luégo p' — 1 entre cada dos
términos de la progresion que resulta; despues p” — 4 enire
cada dostérminos de la progresion que nuevamente se obtiene,
y ast sucesivamente, equivale & haber interpolado de una vez
entre los dos niimeros dados un numero pp'p’p"” ... ~ 1 de tér-
minos diferenciales.

En efecto, sean r, r/, r”, ¥ ... las razones que sucesivamente
se van obteniendo en cada una de las progresiones que se tie-
nem; la Gltima, que podremos representar por r,, vamos a de-
mostrar que es la misma que se hallaria si desde luégo hubié-
ramos interpolado entre los dos niimeros dados, un nimero de
medios diferenciales igual 4 pp'p"p” ...~ 1. :

Segun lo demo»trado ya (£07), se uene, llamando a y ! & los
nameros dados,

b—a r r! r

r= re=— =, =

: p » p’ ’ V4 plll ’
6lo que es lo mismo
b—a b—a b—a b—a b—a
=—, = — '=—-—, = =y e
=7 P P T M
b—a

luego la expresion de la dltima razon, serd ry = pp”p’” —

pero si interpolamos entre los dos niimeros dados a y !, un nﬁ-

mero de medios igual 4 pp'’p"p” ... =1 se halla para valor.
23
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de la razon R de la progresion que resulta, la expresion
b—a
e
iguales, y por tanto las progresiones obtenidas por .mbos me-
- dios son iguales tambien, segun queriames demostrar.

. Luego vemos.que las dos razones R y r, son

LEGCION XLVIL.

Progresiones por cociente. Expresiones del término gencral, del producto de los n
primeros {érmino$ de una progresion y de su suma. — Interpolar entre dos mime-
ros dadog, un cierto nimero de términos proporcionales. — Progresiones geomé-
tricas decrecientes prolongadas indefinidamente; limite de la suma de todos sus tér—
minos.

Progresiones por cociente. Expresion del término general, dé1 producto
de los n primeros términos de una progresion y de su suma,

‘

$12. S¢ llama PROGRESION GEOMETRICA o ) POR COCIENTE, una
serie de nimeros tales que cada uno es igual al anlerior multi-
plwado por una cantidad constante llamada razoN de la pro-
gresion.

Si la razon es mayor que la unidad, los términos de la pro-
gresion irdn aumentando, por cuya razon se dice que dicha pro-
gresion es creciente;; si 1a razen es menor que 1a unidad, los tér-
minos van decreciendo ¥ la progresion sera decreciente. *

Las progresiones por cociente, se expresan escribiendo sus
érminos unos 4 continuacion de otros con dos puntos interme-
dios precedidos de este signo <= que se lee como. Asi, se expre-
sara que los numeros 2, 4, 8, 16, 32, 64 y 128, estin en pro-
gresion por cociente, escribiéndolos de esta manera: .

+2:4:8:16:32:64:128,
la cual como se ve es creciente y su razon es 2.
Esta misma progresion escrita en un orden inverso, nos daria
. . .
una progresion decreciente, cuya razon seria —-.

2
&13. Las progresiones por cociente pueden ser limitadas 6
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thm;tadas, segun que el ntimero de sus términos sea limitado 6
ilimitado.

Los términos de una’ progresion geométrica limitada se' re-
presentan generalmente por las letras @, b, ¢ ... &, k, I; ]a ra-
zon por ¢; el nimero de términos por n, y la suma por S.

k1%, Un término cualqmera de una progresion por cociente
limitada es igual al primero multiplicado por una potencia de
la razon, cuyo exponente es iqual al mimero de términos que
le anteceden, 6 igual al 4ltimo dividido por una polencia.de la
razon, cuyo exponente es el nimero de términos que le siquen.

Sea la progresion = a:b:c:...itmr:tmitmt1:.. bk,
cuya razon, mayor 6 menor que la unidad, representaremos por
¢, el namero de términos por #, y en la cual el término ¢m su-
ponemos que tiene m — 4 términos antes de si, y por consi-

guiente el de los términos que le sigaen serd n — m.
~ Esto supuesto, tendremos, segun la definicion

b=ax<gq,ec=b>xg...ta=1tn—1X<y,
nr1=ta<Xq..k=h>x<gq,l=kxqy,

. . M1
6 b=ax<gqg,c=ax<g..th=a>xg"1,

m+1=a>qm k= a><q"-2, l=ax< q"—’

Donde vemos que cada término es igual al primero multipli-
cado por una potencia de la razon cuyo exponente es igual al
numero de términos que le preceden. Por consiguiente, la ex-
presion del término general es

In=a X qm—1 [2].
De las igualdades [1], se deducen estas otras:

k__l_,hzi‘_ tm==»-{'!'~3H,
q q
tm (4 b
bt = — —y =,
Ty q g
l 1 l
k==-—,/=—-..tm_‘ ’
T E g
d
l b l ]
tm— qn_m+1 - qu—‘z y A= qn—1 4
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l

F’

de dgnde tm= (3]

expresion que justifica lo segundo que se queria demostrar.
k15, En toda progresion por cociente limitada, el producto

de dos términos equidistantes de los extremos es constante é

tgual al producto de estos extremos.

Sea la progresion st a@:b:c:..itm: o itmi o thik
cuya razon es ¢. Sean, ademas, ¢m Y ¢'m dos términos de la pro-
gresion que tienen, el uno m términos dntes de si, y el otro el
mismo numero de términos despues de si, y por consiguiente
estdn equidistantes de los extremos @ y /.

Segun las expresiones [2] y [3], se tienen las igualdades

l

F,

tm=aXq™ y t'm=
que mulliplicadas miembro 4 miembro, nos dan
vtmxt’m=a><q"'><q—lm=a><l,

que prueba lo que se queria demostrar.

£16. El producto de los n términos de una progresion por
cociente, es iqual & la raiz cuadrada de la enésima potencia
del producto de los extremos. :

Sca la progresion =z a:b:c:...:h:k:l.

Representemos por P el producto de sus términos y se tendra
P=a><b><e><...><h<k><l 6 P=I><k><hx<...>xe<b<a,
de donde deduciremos P2 = al >< bk < ch ><... >< he <ke><la,
y como cada uno de los n factores del segundo miembro es el
producto de dos términos equidistantes de los extremos, se ten—
drd (418), P2=uwul < al < al ... = (al)*, y extrayendo la raiz
cuadrada, hallaremos, segun queriamos demostrar,

P=) ax<l* (4.

7. La suma de los n términos de una progresion por co=
cienle, es igual & la diferencia entre el primer término y el 4l-
timo multiplicado por la razon , partida por la diferencia que
hay entre la unidad y la ragon.
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- ‘Sea la progresion por cociente w+a:b:c:...:h:k: 1, repre-
sentemos por S la suma de sus n términos, y se tendra

S=a+b+c+ ... +h+k+1

que multiplicada por la razon ¢y observando.que cada térmi-
no maltiplicado por la razon nos da el siguiente, tendremos
Sg=b+c+...+h+k+1+1g.

1

Restando ahora de la primera la segunda si ¢ << 1, 0 de la
segunda la primera si ¢ > 4, hallaremos

S—Sq¢=a—1g, de doﬁde S=a—t-ll, (5]

I—q
6 8¢ —S=1g — a, de donde S= qu__: [6].

La expresion de la suma se convierte en

o G—.agn __o—a
poniendo en las expresiones [5] y [6] en vez del dltimo térmi-
no /, su igual ag™ —1.

Estas expresiones toman la forma indeterminada -3 cuando

g = 4; pero se puede hallar el verdadero valor de la suma, que
en este caso es an, dividiendo sus dos términos por el factor co-
mun 1 — ¢, 6 ¢ — 4, y haciendo despues ¢ = 1.

£18. La expresion del término general que en las progresiones
por cociente se considera, no es la de un término cualquiera,
sino la del ultimo: asi tendremos

l=a><q»-‘. [91.

Interpolar entre dos nameros dados un cierto namero de términos
proporcionales.

#19. Interpolar entre dos nimeros dados.a y ¢ un cierto ni—

~ mero m de términos proporcionales, es formar una progresion

por cociente cuyo primer término sea a, el Gltimo /, y el nime-

ro total de términos m + 2, de los cuales los m intermedios se :
llaman medios proporcionales.
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Como en esta progresion conocemos el primer término a, el
ultimo /, y el niimero de términos n =m + 2, podremos dedu-
cir de la formula [9] el valor de la razon ¢, que serd

: md ST

lo cual nos prueba que la razon de la progresion que tratamos
de formar, es iqual & la raiz cuyo indice es el nimero de medios
que se quiere interpolar mds uno, del cociente que resulta de
dividir el ultimo término por el primero.
Conocida la razon ¢, la progresion pedida sera

’ #azag:ag®:agd:...aqm: 1.

£20. Si se interpolan entre los términos de una progresion .
por cociente un mismo nimero de medios proporcionales, se ob-
tiene una sola progresion cuya razon es igual a la raiz de la
razon primitiva, cuyo indice es el numero de medios que se tn—
terpolan mds uno. ’

Sea la progresion :: @:b:c:d:e:...: k: 1, cuya razon es
b _c¢_d__e
-E—-b—_—c—._--a-_"'— .

Las razones de las diversas progresiones que se obtienen in-
terpolando entre los términos a y b, b y ¢, etc. un mismo nu-
mero m de medios proporcionales, son [4 0]

m4‘7'b‘ m-4e1 ? m+41 “J‘ mo-1 ‘e—
o Ve VE Ve

) , M,

las cuales son todas iguales 4 }/q.
Ademas, como el Ultimo término de cada una es el primero
de la siguiente, se sigue que podremos considerar 4 todas ellas

m41,
como una sola progresion cuya razon es  |/g.
k24, Se puede interpolar entre cada dos términos de una
progresion geomélrica un nimero de medios proporcionales tal,
que la diferencia de dos términos consecutivos de la progresion
resullante sea tan pequeiia como se quiera.
En efecto, sea ¢ 1a razon de la progresion dada, y n—1 el
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ntmero de términos que se interpofan. La razon de la nueva .

progresion serd l/q, por consiguiente, dos términos consecuti-
m+4

vos de esta nueva progreswn seran a (l/ q )my a (l/ q ,
y su diferencia sera

(V) =) =a () (Vi=1).

Pero hemos visto (313) que siendo » suficientemente grande,

", —
1V ¢ — 1 puede ser menor que cualquiera cantidad s por pe-
queila que sea; luego este factor tiende hdcia cero 4 medida que

n aumenta. El otro factor a (f/?)m, tiende & valer a; luego el
producto que expresa la diferencia entre dos términos consecu-
tivos puede ser tan pequeiio como queramos, que es lo. que se
trataba de demostrar.

422. Para interpolar entre dos mimeros dados un nimero
de medios proporcionales tgual & pp'p” ... — 1, se interpolan
primero p— 1 medios proporcionales enire los dos niimeros
dados, luégo p' — A entre cada dos términos de la progresion
que resulle, despues p” — A entre cada dos de esta ultima, y ast
sucestvamente.

Para demostrar esta regla consideraremos dos casos: prime-
re, que el niumero de medios proporcionales que se quiera in-
terpolar entre dos nimeros dados a y / sea pp' — 4 ; y segundo,
* que dicho nimero d¢ medios sea igual 4 pp’p” ... — 1; es decir,’
que s6lo contenga la primera parte dos factores, 0 que contenga
més de dos.

PriMER cAso. Sea pp’ — 1 el numero de medios proporciona-
les que queremos interpolar entre los dos miimeros a y I.

La razon de la progresion que resulta de interpolar pp’ — 4
medios proporcionales entre a y , es (419)

. e
1=V 4

: /L : ior
pero si hacemos ¢' =/ —-, el valor de ¢, se convierte en

=y
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Ahora bien, ¢’ es 1a rafon de la progresion que resulta de in-
terpolar p — 4 medios proporcionales entre a y /, y ¢ es la ra-
zon de la segunda progresion que resulta de interpolar p’ — 4
medios entre cada dos términos de la primera; luego la razon ¢,
que es la que se necesita conocer para interpolar entre los dos
nlimeros a y /, un nimero pp’ — 4 de términos proporcionales,
se puede hallar, segun la regla, interpolando primero p — 4
medios entre a y /, y luégo p’ — 4 entre cada dos términos de
la progresion que resulta.

SecuNpo caso. Sea pp/p"p"” ...—4 el nimero de medios
proporcionales que queremos interpolar entre los dos nimeros
a y l. Si representamos por P, el producto. de p'p"p" ... se ten-
dré para nimero de medios que se han de interpolar, la expre-
sion pP, — 4, y segun el primer.caso la razon de la progresion
que resulte, se hallara interpolando primero p — 4 medios entre
ayl, yluégo P, — 1 entre cada dos términos de la progresion
que resulte. Mas para interpolar P, — 1 medios entre cada dos
términos de la progresion, segun el mismo primer caso, y ha-
ciendo P, = p”"p”..., tendremos que interpolar primero p’ — 1
medios, y luégo P, -1 entre cada dos términos de la nueva
progresion que se obtiene, y asi sucesivamente, lo cual justifica
la regla dada. '

423. Como caso parucular del anterior, consideraremos
aquel en el cual el nimero de medios proporcionales que entre -
dos nimeros a y ! queramos interpolar sea de la forma "— 1,.
lo cual se consigue interpolando » — 1 medios entre los niimeros
dados, y entre cada dos términos de las progresiones que suce-
sivamente se vayan obteniendo. Asi, para interpolar entre a y !/
un namero de medios proporcionales igual a 2» —1, se inter-
polard, primero un medio proporcional entre a y I, luégo otro
entre cada dos de los términos que resulten, despues otro medio
entre cada dos términos de la progresion wltima, y asi sucesiva-
mente hasta haber repetido esta operacion n veces.

42k. Reciprocamente, st enfre cada dos nimeros se tnterpo-
lan, primero p — A medios proporcionales, luégo p' — 1 entre
cada dos términos de la progresion que resulta, despues p’ — 1
enltre cada dos términos de la progresion que nuevamente se 0b-
tiene, y asi sucesivamente, equivale & haber interpolado de una
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vez enlre los dos mimeros dados, un ‘wimero pp'p’p” ... — 4
de términos proporcionales.

En efecto, sean ¢, ¢/, ¢”, ¢ ... las razones que sucesiva—
mente se van obteniendo en cada una de las progresicnes que
resultan; la iltima, que podremos representar por ¢,, vamos d
demostrar que es la misma que se hallaria si desde luégo hubié-

.ramos interpolado entre los dos nimeros dados un ndmero de
" medios proporcionales igual & pp’p"p” ... — 1.

Segun lo demostrado anteriormente, se tiene, llamando a y !
4 los dos numeros dados,

? -l— ] ' ",
o=V L =17, r=V7.
6 lo que es lo mismo, llamando () al cociente de [ por a,
. 1=V, ¢ =Vva =70,
’ L [J—— ol
¢ =V VT ="V3 ..
e ST

luego la expresion de la dltima razon, serd Q, = L

pero interpolando entre los dos mimeros dados @ y !, un nime-
ro de medios proporcionales igual & pp’p” ... — 4, se halla para
valor de la razon (), de la progresion que resulta,

..

" e/ T .

¥ = r ’

luego vemos, que las dos razones Q, y 'y son iguales, y por
tanto las progresiones obtenidas finalmente por dmbos medios
son iguales tambien, segun queriamos demostrar.

Progresiones geométricas decrecientes prolongadas indefinidamente;
limite de la suma de todos sus términos.

425. Las progresiones geométricas decrecientes prolongadas
al infinito, son aquellas cuya razon ¢ es menor que la umdad Y
el nimero » de sus términos crede indefinidamente.

La formula [7], que nos da el valor de la suma de los térmi-
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nos de una progresion decreciente en funcion del primer térmi-
no, la razon y el nimero de términos, se puede poner bajo la
a a

forma S = - < qn.
l—q¢ 1—9¢
Si ahora suponemos que n aumenta indefinidamente, el mi-
nuendo ——2

T—¢ no varia por ser independiente de n; pero el

sustraendo 1 i 7 >< ¢ decrece indefinidamente, por compo-

nerse de un factor constante 4L—q’ y de otro ¢» que puede

ser menor que cualquiera cantidad dada, por pequefia que
sea (272). Por lo tanto, la diferencia de estas dos expresiones

tiende 4 valer‘-d—g—q 4 medida que n aumenta; luego la suma
de los términos de la progresion, que equivale d esta diferencia,

. . a . .
tiende & valer T—¢ cuando » aumenta, y puede diferenciarse

de esta cantidad en tan poco como se quiera; luego si represen-
tamos por S’ el limite de 1a sumra de los términos de la progre-
sion, se tendrd
. a
§= 11].
T—y¢ (4]
‘Si tomamos por el valor de la suma de todos los términos de
una progresion decreciente la de sus » términos primeros, sien-

do n un nimero finito, el error, que podremos represen'mr por
E, vendra expresado por la formula

E=—2 g, 12
1—gq 1 ]

el cual serd tanto mas pequefio, cuanto mayor sea n.

426. ProBLEMA. Determinar la condicion para que tres ni—
meros a, b, ¢ sean términos de una progresion.

Si suponemos que 1a progresion principia en el término a, que
de @ & b hay m términos, que del término @ al término ¢ hay n,
y que la razon sea ¢, tendremps

b=aqm, c=aqg";
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de donde = V/%, g= l/ _‘c; ;

¥ por tanto

V= \/—6() =(&)"

Si a, b, ¢ son conmensurables, reduciendo las fracciones

b ¢, . o h
5 Vg s més simple expresion, y representando por ¥

k Lo . .
V las fracciones irreducibles equivalentes, tendremos

AN®  (kN® , kv m
(B =) o =t

‘Siendo irreducibles estas dos fracciones, se debera tener-
n=km vy hn=1Fkn;

lo que exige que &y k se formen de los mismos factores primos,
y éstos elevados 4 potencias cuyos exponentes estén en una re-

lacion constante %; lo mismo respecto de A’y &'.

Ahora bien, siendo la relacion - indeterminada, los nime-

ros @, b, ¢ pueden formar parte de una infinidad de progre-
siones. , ‘

427, Una fraccion decimal periodica puede considerarse
como una progresion geométrica prolongada indefinidamente; y
por tanto, para hallar la fraccion ordinaria generatriz, que no
es otra cosa que el limite de la suma de todos sus términos, po-
dré aplicarse la formula [44)].

Sea la fraccion decimal periddica 0,636363 ..., la cual se
puede poner bajo la forma

__9_3_. + .._6_3 — 4 K ’ )

100 100 700 * 400 400
que no es otra cosa que la suma de los términos de una progre-
sion geométrica decreciente y prolongada al infinito, cuyo pri-
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o 63 1 :
mer termino es 100 Y la razon Too > bor tanto, la expresion -
de l1a suma sera, segun la formula [44],

s -
g___ 100 63 _ 63
T T 0—1 9
100
lo cual esta conforme con lo dicho en la leccion XXI, nimero 242.

Logaritmos.

LEGCION XLVIII.

Definicion de los logaritmos. — Propiedades fundamentales de los logaritmos.
~ Definicion de los logaritmos.

£28. Si consideramos dos progresiones, l1a una por cociente
cuyo primer término es la unidad, la otra por diferencia que
tiene cero por primer término, y que se correspondan mutua-
mente ¥rmind 4 término, se dice que los términos de la segunda
son los logaritmos de los nimeros que forman los termmos cor-
respondientes de la primera.

Sean la progresiones

S RN LR RN LIS S .
+0.7.2r.3r.....00. ... s

un término cualquiera nr de la segunda progresion sera el lo-
garitmo del término ¢* correspondiente en la primera.

£29. De esta definicion de logarjtmos se deduce que un sis—
tema cualquiera de numeros puede corresponder 4 una infini-
dad de sistemas de logaritmos, 6 lo que ¢s lo mismo, que un
mismo nimero puede tener una infinidad de logaritmos, 6 que
un logaritmo puede corresponder 4 una infinidad de nimeros.

En efecto, como las dos progresiones que se consideran siendo
los términos de la una los logaritmos de los términes correspon-
dientes de la otra, no tienen que satisfacer 4 mds condicion que
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4 la de principiar 1a una por cero y la otra por la unidad, una
vez escrita una de ellas, la primera por ejemplo,

mhigeg®igfeign..,
podremos escribir de la segunda especie cuantas queramos, y
cada uno de los términos de éstas serdn los logaritmos del tér-
mino correspondiente de la primera. Asi, si consideramos varias
progresiones por diferencia

=0.r .2r .3 .....00 ...,
+0.¢7 .2 (3 Lo L,
0. 2" 3 oL,

que principien por cero, hallaremos que el namero ¢» uene por
logaritmo nr, ne’, nr” ...

Si, por el contrario, hubiéramos considerado una progresion
por diferencia que principiase por cero y varias progresiones
por cociente cuyos primeros términos fuesen la unidad, cada
uno de los términos de la primera hubiera sido el logaritmo de
los términos correspondientes en las demas progresiones.

. Por esta razon, cuando se habla del logaritmo de un nimero
es menester fijar el sistema de progresiones que se considera,
lo cual viene & determinar por sf lo que se llama un sistema de
logaritmos.

Cualquiera que sea el sistema de logaritmos, el logaritmo de
la unidad es siempre cero.

430. De la definicion anterior de los logaritmos se deduce
tambien, que una vez elegidas las dos progresiones que consti-
tuyen un sistema, sélo tienen logaritnos los nimeros mayores
que la unidad, si las progresiones, como generalmente se eligen,
son crecientes, y de éstas solo aquellos nimeros que forman los
términos de la progresion por cociente. Si las progresiones son
decrecientes, entonces sblo parece tener logaritmos los ndmeros
menores que la unidad que forman los términos de la progre~
sion por cociente; ya veremos como esta definicion se hace ex—
tensible 4 cualquier nimero positivo, ora sea mayor 6 menor
que la unidad, ora sea 6 no uno de los érminos de la progresion
por cociente.

434. En primer lugar, si nosotros consxderamos el siste~
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ma [1] de las dos progfesiones que suponemos ser crecientes, y
las dos progresiones decrecientes

g, A A A4
#he gt m b et e,
+0.(—r).(—2). (3 ..c..(—nr)...

obtendremos por el primer sistema los logaritmos de los nime~
ros 1,4, ¢% ¢%... ¢* ... mayores que la unidad, pues se, su~
pone ¢ > 1; y por el segundo sistema los logaritmos de los ni-

i1 1%
meros 1, -—,

T
estas dos ultimas progresiones invertidas, pueden considerarse
como la prolongacion en sentido descendente de las dos prime-
ras; de modo que, reuniéndolas, tendremos el sistema de dos
progresiones '
. 4 . - ‘ * . 4

: th:g:g2:..
o g g e gy
e i(=nr) . (=20 (=) 0. 2

menores que la unidad; pero

Xy

prolongadas indefinidamente en dmbos sentidos ascendente y
descendente , el cual nos da los logaritmos de los nimeros de la
primera progresion, que pueden ser mayores 6 menores que la
unidad. ‘ }

En este sistema de progresiotes prolongadas indefinidamente
en ambos sentidos, solo hay que atender & que el término 4 de
la primera corresponda al término 0 de la segunda, lo que equi-
vale & decir que el log 4 = 0.

.- Siendo ¢ > 1 y r > 0, los términos de 4mbas progresiones &
la derecha de 1 y 0 van creciepdo, y podran llegar 4 ser ma-
yores que cualquiera cantidad dada siendo n, mimero de tér—
minos, suficientemente grande; los que estdn & la izquierda en
la progresion geométrica, serdn siempre positivos, menores que
la unidad, é irdn decreciendo indefinidamente, y los de la pro-
. gresion aritmética, siempre serdn negalivos, pero cada vez ma-
‘yores en valor numérico; los unos tienen 0 por limite, los otros
— 50; de modo que podremos concluir diciendo que el logarit~
Mo oo = o0, Y log 0 = — 0. Ademas, si un nipero ¢»
ocupa en la progresion geométrica un cierto lugar & la derecha
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a partir de la unidad, el que se halle 4 la izquierda 4 la misma

distancia sera —q—;; el primero tendrd por logaritmo rn, el se-

gundo (— rn); lo cual nos prueba que si llamamos log N al lo-
garitmo de un cierto nimero N, el logaritmo del nimero reci-

proco %— serd el mismo logaritmo de N, pero negativo; es de-

cir,* log N = = log N.

£32. Una vez obtenidas las dos progresnones que determinan
el sistema de logaritmos, y suponiendo que sean (teniendo sélo en
cuenta la parte ascendente, pues lo que de ésta se diga quedara
dicho de la descendente) las dos progresiones

mligig2P gt
0.0.2r.3r . br..... 0. .

si interpolamos entre cada dos términos de la progresion geo-
métrica un cierto namero m de medios proporcionales, y entre
cada dos de la progresion aritmética el mismo namero m de
medios diferenciales, las dos progresiones nuevas que resulten
determinardn el mismo sistema de logaritmos; es decir, que los
términos de la nueva progresion por diferencia, serdn los loga-
ritmos de los términos de la progresion geométrica, considera-
dos en el mismo sistema.

~ En efecto, los términos 0, r, 2r, 3r ... que ocupan los luga--
res primero, segundo, tercero, etc. en 1a progresion propuesta,
Y que son los logaritmos de los nimeros 1, g, ¢2, ¢, etc., que
ocupan respectivamente los mismos lugares en la progresion por
cociente,, son términos de la nueva progresion por diferencia
que ocupan los lugares 1, m + 2, 2m + 3, 3m + 4 ..., y que
corresponden & los mismos numeros 1, ¢, ¢2, ¢3 ..., que en la
nueva progresion ocupan los mismos lugares 1, m + 2, 2m + 3,
8m-—+ & ..., puesto que habiendo interpolado entre cada par de
términos m medios, el que antes ocupaba el segundo lagar en
4mbas progresiones, ahora ocupa el m + 2; los que ocupaban
el tercero, ahora ocupan el 2m + 3, y asi sucesivamente. Por
consiguiente, los nimeros que dntes formaban la progresion por
cociente, tienen en la nueva los mismos logaritmes.
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Respecto de los medios que se interpolan en la progresion por
cociente, tienen tambien por logaritmos los niimeros correspon-
dientes que se han interpolado en la progreswn por diferencia.
Esto quedard demostrado probando que si uno de estos medios
que forman ahora parte de la nueva progresion se obtiene in—
terpolando dos niimeros diferentes de medios entre cada dos tér-
minos de la progresion dada, en los dos casos se hallara para
este niimero el mismo logaritmo.

Supongamos que primero se interpolan entre cada dos térmx-
nos de las progresiones dadas p — 4 medios, la razon de la pro-

gresion por cociente qué resulte serd (£19) f/ q; Y la razon de
la progresion aritmética serd (£07) % De modo que un término

P ,~—\M
que ocupa en la primera el lugar m + 1, sera (l/q ; yel
que ocupe el mismo lugar en la segunda sera m >< L .

Supongamos ahora que en vez de p — 4 se interpolan entre
cada dos términos de las progresiones-dadas p’ — 1 medios; el

, . ' \m'
término que ahora ocupa el lugar m + 4, serd (Vq) ,yyel
~ término correspondiente en la progresion aritmética sera m' x%.
Esto supuesto, tratamos de probar que si se tiene la igualdad

—\m L—\m
| W) =),
se tendrd tambien
r r m m ..
mMX —=m>X— 6 —=—;

R 4 p o’ |
es decir, que si los nimeros que en las dos progresiones obteni-
das sucesivamente ocupan los lugares m -+ 4 y m/ + 4 son igua~
les, sus logaritmos tambien lo son.

En efecto, si se tiene la igualdad (l/?) =y m, ele-
vandola a la potencia pp’, tendremos.

gme' =gvm', de donde mp'=pm!, 6 -%'— = _’;;_ ,

segun queriamos demostrar.
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Luego st se hace que un cierto mimero n, sea uno de los tér-
minos de una progresion geométrica, interpolando entre cada
dos términos de una progresion dada, ya sea un mimero p — 4
medios, ya un nimero distinto p’ — 4, de las dos maneras ha-
llaremos siempre un mismo logaritmo.

£33. Si para hallar uno 6 mas logaritmos se interpolan en—
lre cada dos términos de las progresiones dadas un cierto ni-
mero p — A medios, y despues para calcular otros se mterpoltm
p’ — A medios entre cada dos términos de la nueva progresion,
todos los logaritmos hallados ast, forman parte de un solo y
mismo sistema.

En efecto, interpolar primero entre dos términos de una pro-
gresion p — 1 medios, y luégo p’ — 1 entre cada dos de la
progresion que resulte, equivale & interpolar desde luégo (£11)
pp’ — 1 medios entre cada Uos de la primera; pero los nlimeros
de la progresion por cociente que asi resulten tienen por loga-
‘ritmos los ndmeros correspondientes de 1a progresion por dife-
rencia, segun lo demostrado anteriormente, Y corresponden al
sistema propuesto; luego, etc.

£34. Desde luégo se comprende, que por muy poco diferente
que sea de la unidad la razon de la progresion geométrica, y por
muy pequeiia que sea por consiguiente la diferencia que hay
entre cada dos términos, habrd nimeros que no formardn parte
de esta progresion, pero que se hallaran comprendidos entre cada
dos consecutivos; sus logaritmos se hallaran comprendidos en—
tre los logaritmos de aquelios términos que les comprenden, y
como la diferencia entre éstos puede ser tan pequefia como,se
quiera (421), podremos tomar por logaritmos de estos ndmeros
que no se hallan en la progresion, los de los nimeros que les
comprenden, y el error que se comete serd menor que la dife~
rencia de dichos logaritmos.

Asi podremos decir, que el logaritmo de un numero que no
se halle entre los términos de una progresion, cualquiera que sea
el nimero de medios que se interpolen, pero que se halle com-
prendido entre dos términos consecutivos, es el limite de los lo-
gam!nos de los ntimeros que le comprenden, y que se le pueden
aproximar cuanto se quiera.

au
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870 PROPIEDADES

Propiedades fundanientales de los logaritmos.

4£35. Al comparar dos progresiones, una geométrica y otra
aritmética, se ve desde luégo la mutua relacion que hay entre
sus propiedades generales, si bien es cierto que éstas corres—
ponden & un. 6rden distinto de operaciones.. Asi se observa in—

. mediatamente, que cuatre niimeros tomados convenientemente

en la primera, forman una proporcion geomética; y sus corres—
pondientes en la segunda, forman una proporcion aritmética; y
como en aquella se verifica que el producto de los extremos es
igual al de medios, y en ésta que la suma de extremos es igual
4 la de medios, se comprende & primera vista la posibilidad de
reemplazar la operacion de multlpllcar por la de sumar, la de
dividir por la de restar, la de elevar & potencias por una sim-
ple multiplicacion, y la extraccion de raices por una division.
Este sin duda fué el objeto que le indujo al escocés NEpER & des—
arrollar su teoria de logaritmos, tan il hoy por sus mmensas
ventajas y aplicaciones.
£36. Si nosotros consideramos dos progresiones cualesqmera,

una por cociente y otra por dlferencna, que mutuamente se cor-
respondan,

%a:b:c:d:e:f:g:h:k:l:..

s b.ed e ffog R,

y tomamos en la primera dos términos cualesquiera d y g, y
luégo el primero a y otro /, que se halle & partir del segundo ¢
4 igual distancia que el término d se halle del primero a de la
progresion, se podrdn considerar & los términos a y / como los
extremos de una progresion, y 4 los niimeros d y ¢ como dos
términos equidistantes de estos extremos, y por consiguiente se
tendrd :

axXl=dxy, dédonde l.._d—>a<-9_

Tomando los términos correspondientes en la progresion por
diferencia, hallaremos que se verificara entre ellos (403} la re-
lacion

¢ +1l=d + g, dedonde l! =d' 4 ¢' — o,
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donde vemos que un término cualquiera ! de la progresion por
cociente, es igual al producto de otros dos d y ¢ partido por el
primer término a; y que el término correspondiente I’ de la
progresion por diferencia, es igual 4 la suma de los términos
d’y ¢’ correspondientes 4 los que se multiplicaron en la geomé- -
trica, ménos el primer término a’ de la progresion por dife-
rencia.
" Por consiguiente, si nosotros para mayor sencillez en la de-
terminacion de un término cualquiera en dmbas progresiones,
suponemos que el primero de la primera sea la untdad, y el
primero de la segunda sea cero, lo cual es siempre posible por
ser arbitrarias dmbas progresiones, tendremos que las relacio-
nes anteriores se conviertenen @

Ix<l=dxyg 6 Il=dxy,
YA O+l’=dl+g’ 6 ll=d1+gl’

cuyas igualdades nos prueban, que si, como al principio hemos
supuesto, las progresiones que constituyen un sistema, princi-
pia la una por 4 y la otra por 0, el producto de dos términos
cualesquiera de la primera, serd otro término de la misma pro-
gresion; y la suma de los dos términos correspondientes en la
progresion por diferencia, serd otro término de la misma, cor-
respondiente al de la progresion geométrica. De aqui la condi-
cion necesaria de principiar la progresion geométrica por la
unidad, y la aritmética por cero; porque de ello se deduce la
gran ventaja de poder reemplazar la operacion de multiplicar
dos nimeros por la de sumar sus logaritmds, pues esta suma
nos dard & conocer el logaritmo del producto, el cual sera el
término correspondiente 4 este logaritmo en la progresion geo-
métrica. Esto constituye la primera propiedad de los logarit-
mos, que podremos considerar como. la fundamental, y que se
enuncia asj:

£37. El logaritmo de un producto es igual a la suma de los
logaritmos de los factores "

Sean las provreswnes que consmuyen el sistema de lovantmos
P S
= '"'q"""q2 q tgigiaL i g q
Foos (=) s o (<20) (=r) . 0 Bro L ST
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y supongamos en primer lugar dos niimeros a y &, tomados en
la parte ascendente de las progresiones, y sean, por ejemplo,
a=g¢ry b=¢gm; se tendrd

axXb=gxgm=grtm

En la segunda progresion, los logaritmos de @ y b son
log a = ar, y log b = mr; luego log a + log b =nr 4~ mr =
(n -+ m)r; pero (n -+ m)r es el logaritmo de ¢+, luego

log (a >< b) = log a +- log b.

Supongamos, en segundo lugar, que @ 'corresponde 4 la parte
descendente, y b 4 la asceffjlente, pero més distante .del primer

término 41 que a;-telidremos a= 74“-, b= ¢m, de donde

® axb:%xq'n=qm—~.

Pero en la segunda progresion se tiene, log a = — nr,
log b = mr; luego log a +log b = — nr + mr =(m — n)r;
y como (m—mn)r es evidentemente el logaritmo de gm—», se
tendra tambien como anteriormente, log (a >< b) =log a -+ log b.

Sim<n 6 m=n, la igualdad anterior se hubiera ve-
rificado igualmente, pues en el primer caso se tendria a < b =

' A
qm—”':'q—(”“’m):—q;__m

yViega +logd =— nr + .

mr = — (n — m)r; siendo — (n — m)r el logaritmo de ———
la igualdad anterior se verifica. En el segundo caso se tiene
“log (a >< 6) =0, como debe suceder; pues siendo ¢ = % Y

b = ¢n, el producto @ >< b se reduce 4 la unidad, cuyo logavit—
mo es 0. ’ '
Sean, por ultimo, a.y b dos nimeros tomados en la parte

descendente, de modo que a = —;7 vb= 74";, de donde se de-

duce, a <X b= 717!*—"'; pero log @ = — ar, yllogb—_—«—-mr;A
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luego log a +log b= — nr — mr = — (n + mjr; y como

] . bi
— T Se sigue que tambien

—(n + m)r es el logaritmo de e

se verifica la igualdad
log (@ >< b) = log @ + log d.

Si el ndmero de factores fuese mayor que dos, se hallaria que
log (@><b>x<ex<d><..)=loga+log b+ log ¢ + ...

Para ello descompondriamos el producto dado en otro com-
puesto del primer factor, y el producto de todos los demas; asi
tendremos '

log (@ >< bc ...) =log a + log (bc ...);
pero  log (bc...)=1log (b><c...)==logb+1logc...;
luego - log (abe ...) =loga + log b+ logc + ...,

segun queriamos demostrar.
£38. El logaritmo del producto de dos 6 mds nlimeros que
no se hallen formando parte de la progresion geométrica, es el
limite de la suma de los logaritmos de los niimeros que, forman-
do parte de la progresion, comprenden 4 los ntimeros dados y se
- les pueden aproximar cuanto se quiera. Asi, si nosotros consi-
deramos varios numeros N, N, N”, N” ... que no 'se hallan en
la progresion geométrica, podremos interpolar un cierto nimero
de medios proporcionales tal, que la diferencia entre dos conse-
culivos sea tan pequefia como queramos; y si suponemos que
n, n/, n”, 0" ... sean los términos inmediatamente inferiores &
los nimeros N, N', N, N ... pudiendo aproximarse & ellos
. cuanto se quiera, tendremos ‘

“log (n ><X #/ <X " < n”’..;) =logn + logn' + log n’ +...;

pero el primer miembro se puede aproximar cuanio queramos
dlog (N>< N > N >< N"...), y el segundo a leg N + log N
+ log N 4 log N” + ...; y como constantemente se verifica
la igualdad anterior, cualquiera que sea el grado de aproxima-
cion, en el limite tambien se verificard; con lo cual queda jus-
tificado el principio con toda generalidad.

439. El logaritmo de una potencia entera y positiva de un
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numero, es igual al exponente multiplicado por el logaritmo
del nimero.

Sea una potencia a®, cuyo exponente n es entero y positivo.
Segun la definicion de potencia, se tendrd

logan=1log(a><a><a>xax..),
=loga + loga—+loga—+...=nloga.

£40. El logantmo de un cociente es igual al logaritmo del
dividendo ménos el logantmo del divisor.

Sea un cociente T’ que llamaremos ¢, y se tendrd

a=b><gq, y por tanto, log a = log b +log ¢;
'de donde
logg=1loga—1logd, o log __loga—-logb
481. El logaritmo de una rasz de un nimero cuyo indice es

entero y positivo, es ogual al logaritmo del mimero dividido
por el indice de la raiz.

Sea la raiz } @, la cual llamaremos r, y tendremos a = r=;
de donde (4£39) log a = mlog r, y por consiguiente

__ loga . m— _ loga
logr=—>—, 6 log |/ —

LECCION XLIX.

Modnlos de los logaritmos. Diferentes sistemas de logaritmos segun sus médnlos. Sis—
tema neperiano. — Base de un sistema de logaritmos. Diferentes sistemas conside~
rados segun sus bases. Sistema de logaritmos vulgares, llamados de Bmices.—
Construccion de las tablas de los logaritmos vulgares.

Moéduales de |;l logaritmos, Diferentes sistemas de logeritmos segun
sus médulos. Sistema neperiano.

£42. Si nosotros queremos tener unas tablas de logaritmos
en donde se halle la serie natural de los nimeros 4, 2, 3 ...
hasta un cierto limite /, y enfrente la serie de logaritmos cor-
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respondlente 4 un cierto sistema, es necesario suponer que se
tiene una progresion geométrica cuya razon, siendo mayor que
la unidad, se diferencie de ella en tan poco como se quiera, de
modo que los términos de esta progresion crecerdn por grados
tan pequefios como queramos, & partir del primer término 1; de
este modo cada uno de los nmeros de la serie natural 4, 2, 3
es un término de esta progresion, 0 estd comprendido entre dos,
de manera que podremos tomar el menor de ellos por dicho ni-
mero, cometiendo un error tan pequefio como se quiera. Para
obtener sus logaritmos es necesario suponer que se tiene ade-
mas otra progresion por diferencia cuyo primer término es cero,
Yy cuya razon r puede ser tambien tan pequefia como queramos;
de este modo los logaritmos crecerdn, & partir de cero, por gra-
dos insensibles. Es necesario admitir, que la razon de la pro-
gresion por diferencia es sumamente pequefia; porque de lo
contrario, nameros finitos podrian tener por logaritmos nimeros
infinitos.

443. Como la diferencia entre la razon de la progresion por
cociente y la unidad, y la razon de la progresion por diferencia,
pueden ser tan pequefias como queramos, pero arbitrarias, es
claro que podrédn variar cuanto se quiera, habiendo siempre en-
tre ellas uma cierta relacion. Asi, llamando ¢ 4 la razon de la
progresion geométrica, y r 4 la de la progresion aritmética, po-
demos hacer que ¢ — 1 sea tan pequeiia como queramos, y’ que
rsea el doble, triple, etc., 6 la mitad, tercera parte, elc.; de
modo que se tendrd, llamando M 4 esta relacion,

r
qg—1

=Mér=M(g—1).

La relacion M que existe entre la diferencia de la razon por
cociente y la unidad, y la razon de la progresion aritmética, se
llama mddulo de los logaritmos. El médulo de'los logaritmos
varfa, por consngmente, segun sea la relacion que hay entre
g—1yr.

k&k. Si consideramos una progresion geométrica cuyos tér-
minos se diferencian entre si en tan poco como queramos, y di-
ferentes progresiones aritméticas
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cada uno de los términos de eslas Gltimas serén los diferen-
tes logaritmos de los términos de la primera; y si llamamos
M, M/, etc. los modulos de estos logaritmos, se tendra
r o o
q_‘.--_lﬂw, =1 =M, etc.,
0 r=M(g—1), r'=M (g — 1), etc.,

y las progresiones por diferencia se convertirn en

+0.M (¢g—1).2M (¢—1).3M (g—1).....aM (g—1)....
+0. M (g—1).2M (g—1).3M/(¢g—1). ... .aM' (¢—1)..

las cuales nos prueban, que los logaritmos de dos sistemas cor-
respondientes 4 los mismos nimeros, estin en una relacion cons-
tante é igual 4 la que hay entre los moédulos; de modo, que si
llamamos R 4 esta relacion, log N y log’ N & los dos logarit-
mos de un nimero cualquiera N, tomados en dos sistemas dis-
tintos, se tendra

' . logN
log’ N

siendo R la relacion entre los modulos M y M’ de dmbos sis-
temas. :

Por esta formula se ppede hallar el logaritmo de un nimero
en un sistema cualquiera, conociendo el logaritmo del mismo né-
mero en otro sistema, y la relacion de los méodulos.

El sistema que tiene la unidad por mddulo, se llama neperia-
no, por ser éste el que NepEg, inventor de los logaritmos, con-
siderd. Se define en general diciendo, que sistema neperiano es
aquel en el cual la razon de la progresion por diferencia, es
tgual & la diferencia extremadamente pequeiia que Ray entre
la razon de la progresion geométrica y la unidad. Por razones
que no son de este lugar, se le llama tambien al sistema nepe-

=R, de donde logN=Rlog'N,
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riano, sistema de logaritmos Aiperbdlicos; y se diferencian de
los ordinarios representando éstos por las lettas log., y los nepe-
rianos por la sola letra [.

£45. Siendo el médulo del sistema neperiano la nmdad la
relacion que hay entre los modulos de este sistema y otro cual-
quiera, es el modulo de este otro sistema; de modo, que para
pasar del sistema de logaritmos neperianos & otro cualquiera,
no_hay mas que multiplicar aquellos por el mddulo de este sis-
tema.

Base de un sistema de Iogiritmo'. Diferentes sistemas considerados
segun sus bases,

£46. Ya hemos visto que se pueden unir & una progresion
geométrica cuyos términos varian insensiblemente 4 partir de 4,
varias progresiones‘aritméticas, cuyos términos varian tambien
de un modo insensible & partir de 0, obteniendo de este modo
varios sistemas de logamitmos; y que estos sistemas quedan de-
terminados conociendo los méddulos, 6 sea la relacion de los in—
crementos de los primeros términos 0 y 1 de dmbas progresm—-
nes para obtener los segundos r y ¢.

Tambien pueden determinarse, y es lo mas general, cuando
se conoce el numero que corresponde 4 un cierto logaritmo. Asi,
si conociésemos el nimero que tiene por logaritmo la unidad, el
sistema quedaria determinado; pues conociendo dos términos de
. cada progresion, se podria determinar la razon, y por consi-
guiente todos los demas términos.

El nlimero que tiene por logaritmo la unidad, se le llama base
del sistema (*).

(*) Se podria proponer como ejercicio calcular la base del siste~
ma neperiano dado por su definicion; mas para ello, si suponemos
que n + 1 sea el lugar que ocupa la unidad en la progresion aritméti-

ca, se lendra 1=mnr; de donde n= —:— El término correspondiente de
la progresion geométrica sera (1 + r)», que por la igualdad anterior se

‘
convierte en (1+ r)r, de modo que se hallara la base pedida determi-
nando el limite hicija el cual tiende esta expresion cuapdo r tiepde ha-
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Entre todos los sistemas de logaritmos, el que ofrece mas ven-
tajas en los cédlculos &s aquel que tiene por base el numero 40,
del cual nos ocuparemos especialmente.

£47. Cuando los sistemas de logaritmos estdn determinados
por sus bases, es muy ficil la reduccion de los de un sistema en
los de otro.

En efecto, ya hemos visto (4k4) que llamando R 4 la relacien
constante que hay entre log logaritmos de un mismo numero en
dos’ distintos sistemas, conociendo el logaritmo de un ndmero
cualquiera en un sistema, el de este mismo mimero en el otro
sistema se halla multiplicando por R el logaritmo conocido. Esto
supuesto, si nosotros suponemos conocidas las bases a y o’ de
dos sistemas y el logaritmo de una de ellas a’ en el otro siste-
ma, como el logaritmo de la misma en su sistema es la unidad,
se tendrd conocida la relacion R, pues serd R = log4 P
multiplicando los logaritmos del primer sistema por la cantidad

luego

constante —167;—47 » que es la unidad parfida por el logaritmo de
la nueva base tomado en el sistema conocido, se hallaran los lo-
garitmos del segundo sistema. La cantidad I 34 —, se suele lla-
mar tambien mddulo relativo de los logaritmos.

Sistema de logaritmos vulgares llamados de Briggs.

k48. El sistema de logaritmos que ordinariamente se usa en
los calculos numéricos es aquel cuya base es diez, y estd deter-
minado por las progresiones

2 :40:4025103:...:40n: ...
+0.1.2.3 ..... 8 ...

cia cero. Este limite se halla poniendo r en funcion de n, lo que nos
convertira la expresion anterior en (1 + 7"-)", y hallando el limite de

ésta caando # = >o.
Este limite es el nimero ¢ = 2,7182818...



VOLGARES. 319
- Por ladoble razon de ser este sistema 8] que comunmente se
usa, y'de haber sido Bricas el primero que constrayé las pri-
meras tablas & principios del siglo XVIL, se le llama sistema de
logaritmos vulgares 6 de Briggs. .

_ - En estesistemd;, el logaritmd de una potericid de diex es tgual
al exponente de esta potencia. Asi, el logaritmo de 40 es 1; el
de 100 =102, es 2; el de 1000 =103, es 3; y en general, el
logaritmo de 40%, es n. Porque siendo 10 la base, su logaritmo
serd  (446) 1; y el logaritmo de una potenciai, siendo igual al
eiponente multiplicado por el logaritmo de la raiz, se tendré e

log 100 = nlog 10 =n.

w_&-ﬂ). Los logaritmos de los mimeros que no sean potentias
de 40, ya sean enteros ¢ fraccionarios, son inconmensurables.

En efecto, sea un nimero cualquiera%;— , que no sea potencia

de 10, y vamos 4 demostrar que este nimero no puede ser un
término de la progresion :: 4 :10:400: ..., cualquiera qué
sea el namero de medios que se interpolen; y por consiguiente,
su logaritmo no puede ser ninguno de los nimeros correspon-
dientes de la progresion aritmética, Y por tanto uene que ser -
inconmensurable. - ’

La condicion que hemos hallado (426) para que tres nfimeros
a, b, ¢ sean términos de una progresion, se reduce eneste caso,

puesto qﬂea:l,b:%—y_c =10,4

(l)-)“ =10m,

siendo n y m dos numeros enteros. :
Ahora bien, s1endo el segundo miembro un nimero éntero,

el primero tamblen deberd serlo; y como {; es una fraccion

irreducible, —g:— = (%)u tambien lo'se_rﬁ, y por tanto se de—

berd tener ¢ =1 ; de donde se saca p*»=10m; mas para .que
esta igualdad se verifique, es necesario que p no contenga mas
factores primos que los que hay en 40; es decir, que se debe
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tener p = 2r >< 5¢, lo que hace que la igualdad anterior se
convierta en 2 >< 8 —=2m >< §m; de donde deduciremos,

m § '
m=m=sy 0 r=—-=s; lo cual nos prueba, que los ex-

ponentes de los factores 2 y % deben ser iguales, y por consi-
guiente p debe ser una potencia exacta de 40.

Luego sblo las potencias de 10 son los tnicos nmeros con-
mensurables que pueden formar parte de la progresion geomeé-
trica, de la cual 4 y 10-forman parte; por consiguiente, cual-
quier otro ntimero entero 6 fraccionario, no formando parte de
la progresion géométrica del sistema vulgar, sea cualquiera el
nimero de medios que se interpole, no puede tener término
correspondiente en la progresion aritmética del mismo sistema,
y su logaritmo es por lo tanto inconmensurable, segun queria~
mos demostrar. .

£50. Los logaritmos de los niimeros estdn calculados en de-
cimales; y se acostumbra llamar caracleristica 4 la parte entera
del logaritmo, y mantisa 4 la parte decimal del mismo.

454, La caracrerisica del logaritmo de un nimero, es igual
4 tantas unidades ménos una, como cifras tiene la parle entera
de dicho nimero.

En efecto, todo ntimero comprendido entre 1 y 40, Do tiene
su parte entera mds que una cifra; su logaritmo estd compren-
dido entre 0 y 1; luego tendrd por caracteristica 0. Todo nu-
mero comprendido entre 10 y 100, tiene dos cifras su parte en-
tera; su logaritmo, hallindose comprendido entre 1 y 2, ten—
drd 1 por parte entera 6 caracteristica. En general, todo nimero
comprendido entre 40 y 40+ 1, tiene n - 1 cifras en su parte
entera; su logaritmo, hallindose comprendldo entrenyn—+1,
tiene por caracteristica #, niimero igual al de cifras ménos una
que tiene 1a parte entera de dicho nimero.

£52. El logaritmo de un numero multiplicado ¢ partido por
una potencia entera de 10, es igual al logaritmo del mismo
nibmero aumentado 6 disminuido en el exponente de dicha po-
tencia. '

En efecto, sea N un nimero y log N su logaritmo. El loga—-
ritmo de este nimero multiplicado 6 partido por una potencia
entera de 410, sera (437, £40 y £48)
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log (N><10%) =log N +log 40» =log N + n,

y log (W)=lOgN—log'40"=logN—n,

cuyas igualdades justifican el enunciado del teorema.
Consecuencia. Cuando dos niimeros decimales no difieren méas
que por la colocacion de la coma, sus logaritmos no se diferen—
.cian mds que en la caracteristica.
£53. El logaritmo de una fraccion es igual al logaritmo de
la fraccion inversa tomada con signo contrario. -

Sea la fraccion 42— Y su inversa i; de la igualdad evidente

'3 ><i =1, se deduce log ———k—logi log 1 =0, de

donde
a b
log 5 = —log 5,

segun queriamos demostrar.
Consecuencia. Los logantmos de las fracciones decimales
0,4; 0,01; 0,001; ... tienen por logaritmos respectivos — 4,

— 2, —3, ... y en general log —N- = —1logN.
454. Reciprocamente, el nimero correspondiente & un loga~
ritmo negativo, es de la forma %—, siendo N el mimero corres-

pondiente al logaritmo dada tomado positivamente. ‘

En efecto, todo logaritmo negativo puede ser considerado como
la diferencia entre el logaritmo de un ndmero correspondiente
al logaritmo dado considerado positivamente, y el logantmo de
la umdad que siempre es cero. Asi,

—~logN =1log 1 -logN=log—1N—.

Osservacion. De lo dicho anteriormente se deduce que en el
sistema de logaritmos vulgares, los de los niimeros mayores que
la unidad son positivos y crecen indefinidamente con el nimero;
los logaritmos de los niimeros menores que la unidad son nega-
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livos y tanto mayores en valor numérico cuanto menor es el ni-
mero 4 que pertenecen. Asi se dicé que

A
log 0 =— o, log%-:—logN, logm_—:—l,
log 4 %0, log (dé la basé) =1, log oo =2.

Construccion de las tablas de los logaritmos vulgares.

485, Se llaman tablas de logammos vulgares, aquellas en
que sehalla la serie natural de los niimeros desde 1 hasta un
cierlo limite L, y enfrente de cada nigero su logaritmo corres-
pondiente a] sistema vulgar.

No es necesario consignar en las tablas més que los logaritmos
de los nimeros enteros mayores que la unidad, porque el cilcu-
lo de cualquier clase de numeros siempre se reduce al de los
enteros.

£36. La construccion de unas tablas de logaritmos por los
medios que la aritmética suministra, es sumamente penosa; en
nuestras lecciones de Algebra superior exponemos medios sen—
cillos y breves para calcular unas tablas de logaritmos. -

Ahora tan solo indicaremos el método que tendriamos que se-
guir para este calculo, manifestando las wodificaciones que po-
drian emplearse para lograr mas ficilmente nuestro objeto.

£57. Si nosotros tratamos de calcular los logaritmos vulga-
res desde 1 hasta 4100 000 por ejemplo, y queremos que.sean
exactos en ménos de una unidad del séptimo érden decimal 6
sea en ménos de una diezmillonésima, es necesario que los tér-
minos de la progresion aritmética del sistema, se diferencien a
lo mis en una diezmillonésima ; y para esfo es menester que
haya, por lo ménos, antes del término 10 de la progresion geo~
‘métrica, diez millones de términos ; por consiguiente para obte-
ner la razon de esta progresion, es necesario extraer del niime~
ro 10, una raiz cuyo indice sea 10 millones 6 107 = 2787, cuya
operacion, aunque puede hacerse por raices cuadradas y raices
quintas sucesivas, es sin embargo en extremo pesada.

La interpolacion del mismo nimero de términos diferenciales;
en la progresion aritmética no ofrece dificultad, pues la razon
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se hallard dividiendo la unidad, razon de la progresion dada,
{Br 10 millones, ndmero de términos que ha de haber dntes del
término 1, en dicha progresion.

458, Para evitar la extraccion de las raices quintas de que
anteriormente hemos hablado, se interpolard entre log dos tér-
minos 1 y 410 de la progresion geométrica dada, un numero ma-
yor que 10 millones, pero que venga expresado por la formala

n—1, y entdnces la raiz de la progresion resultante, se.hatlara
por una serie de raices cuadradas sucesivas (23). Asi, elevando
2 & sus diferentes potencias, hallaremos 225 — 8388608 y 224 =
16777216 por consiguiente 16777216 serd el grado de la raiz
que es necesario extraer de 10, razon de la progresion geomé-.
trica dada, cuya raiz se hallard por medio de 24 raices cuadra-
das sucesivas; y por tanto el nimero de medios que tendremos
que interpolar entre 1 y 40 serd 22¢ — 4 = 16777245.

De este modo tomaremos en la progresion geométrica los tér-
minos que méds se aproximen 4 la serie natural de los ntineros
desde 4 hasta el limite marcado, y colocando enfrente los térmi-
nos correspondientes de la progresion aritmética, tendremos las
tablas de logaritmos calculadas con siete cifras decimales.

En efecto, sea N un nimero cualquiera menor que el limite
que se ha considerado, el cual, si no es un término de la progre-
sion geométrica por no ser una potencia exacta de 10 (449), se
hallard comprendido entre dos términos ¢» y g»+1 de dicha pro-
gresnon Sean nr y (n + 1)r los dos términos correspondientes en
la progresion aritmética, y tendremos, que hallipdose el ndmero
Ncomprendido entre g y gn+1, el logaritmo de ?se hallaré com-
prendido entre nr y (n —+ 4)r; luego'si tomamos por el loga-
ritmo de N cualquiera de los dos nimeros ar s (% -+1)r, el
error que se cometerd serd menor que la diferencia de estos
numeros, que es r; y como r es menor 6 4 1o ménos igual 4 una
diezmillonésima, es claro que el error cometido serd menor que
una diezmillonésima, segun se pedia. :

Basta haber indicado el método anterior para comprender qne
es impracticable por su excesiva pesadez.

£59. Aunque no tan pesado como el método anterior, no por
eso deja de serlo en alto grado tambien, el ir calculando el loga-
ritmo de cada nimero por separado, interpolando entre cada dos
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términos de las progresiones geométrica y aritmética medios pro-
porcionales y diferenciales que comprendan al nimero cuyo’o—-
garitmo se qmere calcular. '

Sea N un nimero cuyo logaritmo queremos calcular, y supon-
gamos que N se halla comprendido entre 410» y 10" + 4; su lo-
garitmo se_hallard entre n y n + 4. Interpolemos entre 40» y
40+ 1 un medio proporcional cuya razon se obtendra extrayen—
do1a raiz cuadrada de 10; interpolemos entre » y # + 4 un me-
dio diferencial; llamemos A al primero y a al segundo, y supon-
gamos que N se halla comprendido entre 10 y A. El logaritmo
de N se hallara comprendido entre # y a; déterminemos un me-
dio geométrico entre 10 y A, y un medio aritmético entre n y a;
sea el primero B y el segundo b, y supongamos que N se halla
comprendido entre B y A; el logaritmo de N estard entonces
comprendido entre b y a, continuando asi hasta hallar dos né-
meros en la progresion geométrica que comprendan 4 N, y que .
los dos nimeros cofrespondientes en la progresion aritmética,
se diferencien por lo ménos en una diezmillonésima; en ese caso,
tomando uno de estos por el logaritmo de N, el error que se co-

. meterd serd menor que una unidad del séptimo orden decimal,
segun queriamos.

£60. Por este medio no tenemos necesidad de calealar nada
més que los logaritmos de los ntimeros primos menores que el
limite dado, pues los compuestos se obtendran (£37) sumando
los logaritmos de los factores primos que le forman.

Mas para qye todos los logaritmos vengan aprox1mados en meé-
nos de una di®&millonésima, es necesario ver con qué error se
deben calcalar los logaritmos de los nimeros primos, para que
al sumarlos y obtener los logaritmos de los compuestos vengan
éstos con la aproximacion deseada.

Sea 100 000 el mayor ndmero de las tablas, el menor nimero
primo que hay que calcular es 2, y 217 = 134 072; luego aun-
que el nimero superior de las tablas fuese 4130 000, cualquier
namero menor que éste no podria componerse de mas de 47 fac-
tores; luego si calculamos los logaritmos de .los nimeros pri-
mos con 9 cifras decimales, el mdztmun del error que se podra
cometer, es de 17 unidades del drden noveno decimal, canti-

. dad menor que 2 unidades del 6rden octavo; por consiguiente



-

‘ DISPOSICION DE LAS TABLAS. 488
estamnos seguros de tener todos los logaritmos aproximados en
ménos de una unidad dgj érden séptimo declmal que es el que
se pide.

LEGGION L.

Disposicion de las tablas de i.alan_de. — Dado un nimero cualquiera, hallar su loga-
ritmo. — Dado el logaritmo de un niimero, hallar este niimero.

Disposicion de las tablas de Lalande.

464. Las tablas de logaritmos que con més frecuencia se usan
gon las de Lalande y de Callet; la disposicion y uso de las pri-
meras es el objeto de la presente leccion.

Las tablas de Lalande contienen los logaritmos de todos los
nimeros enteros desde 4 hasta 10 000. Los logaritmos de los 990
_ primeros nimeros se hallan calculados con ocho cifras decima-
les, y los restantes con siete.

Se hallan dispuestas estas tablas en tres columnas la primera,
sefialada con la palabra Noms.; inicial de nombre (nimero), con~
tiene los nimeros enteros desde 0 hasta 10 000. La segunda,
marcada Loearith., inicial de logarithmes (logaritmos), contiene.
los logaritmos correspondientes 4 estos nameros, calculados se~
gan hemos dicho con ocho cifras decimales hasta el nitimero 990,
y con seefe desde este niimero en adelante. La tercera principia
4 figurar 4 partir del nimero 990, y se halla marcada con la
palabra Dir¥., inicial de différence (diferencia); en ella se en-
cuentran consignatlas las diferencias entre los logaritmos conse-
cativos. Estas diferencias vienen expresadas en unidades del
ultimo 6rden decimal, y se las conoce con el nombre de dsfe-
rencias tabulares.

. Dado un numero cualquiera, hallar su logaritmo.

£62. PriMER cAso. Que el nimero dado para hallar su lo- -
garitmo sea_entero y no pase de 40 000, Cuando el nimero
cumpla con estas condiciones, se busca-en las columnas mar-
cadas con Noms., y su logaritmo se halla colocado enfrente en

la columna sefialada con LoganiTH. .
25
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‘Asi, se hallard, que el logaritmo del ntmero 6593 es
3,8190831. _
£63. SEGUNDO CAs0. Que ¢l nimero zado sea entero y mayor
que.el limite de las tablas 10 000. Para hallar el logaritmo de.
“un numero que se halle en este caso, se principia por separar &
la derecha con una coma tantag cifras cuantas sea necesario,
para que el nimero que quede & la izquierda se halle compren-
dido en el primer caso, y segun él se determinard la mantisa del
logaritmo correspondlente Despues se calculara -1a parte cor-
respondiente 4 las cifras separadas 4 la derecha, multiplicando
esta parte por la diferencia tabular, separando de la derecha del
producto tantas decimales como cifras tenga la parte separada,
y en lo que resulte 4 la izquierda se agrega 4 la mantisa ha<
llada; el resultado sera la mantisa del logaritmo del mimero pro-
puesto. Finalmente, poniendo & esta mantisa Ta caracteristica
correspondiente (451) al ndmero de cifras que tenga el nidmero
dado, se tendra el logaritmo pedido.
Sea, por ejemplo, hallar el logaritmo del ntmero 447358.
Separemos las dos tltimas cifras dé la derecha, y hallaremos
el nimero 473,58, cuyo logaritmo tendri la misma mantisa que
el numero propuesto (452); pero la mantisa del logaritmo de
este ndmero se cdmpondrd de la mantisa del logaritmo de la
parte entera 4473, mds la parte correspondiente 4 las cifras se-
paradas 4 la derecha consideradas como decimales. La mantisa
del logaritmo de la parte entera, es, segun el caso anterior,
6505989 ; la parte decimal correspondiente 4 las cifras separa—
das 4 la derecha se halla por la siguiente proporclon

s dif de log :: dif de nim : @,

6 representando por d la diferencia de los m’lmeros ypor Ala
de los logaritmos, se tendra

1:d Ao, de donde w=d><A.

En ¢l ejemplo presente se tiene d = 0,58, A =971, y por
tanto la proporcion anterior se convertira en

1:0,58 :: 971 : x, de donde & = 971 < 0,58 = 563,48;

por consiguiente, agregando & la mantisa ballada 6505989 el
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némero 563; que resulta de multiplicar las ciftas separadas 58
por la diferencia de las tablas 971, y separando de la derecha
de este produtto el mismo nimero de cifras que separamos en
el propuesto, hallaremos ia mantisa 6506552 del logaritmo del
numero £473,58, que es la misma que la del logaritmo del ni-
mero propuesto. Poniendo por caracteristica 4 esta mantisa tan—
tas unidades como cifras ménos una tiene el niimero dado, se
hallaré el logaritmo pedido. Luego se tendra

. log k47358 = 5,6506552.

El célculo del logaritmo de un nimero entero mayor que el
limite de las tablas, se dispone como en el ejemplo siguiente:

Sea hallar el logaritmo del nimero 8346875. .
Logaritmo 8346,000 = 3,924478% d =875

parte correspondiente & 0,875 = 455 A=1520"
logaritmo, 8346,875 = 3,9215239 17600
luego logaritmo 8346875 = 6,9245239 4375
' 455,000

§64. TERCER CASO. Que el nimero cugo logaritmo queremos
hallar sea una fraccion decimal, 6 contenga cifras decimales.
Si el nimero propuesto es una fraccion decimal, 0 tiene ci-
fras decimales, se corre la coma 4 la derecha 6 izquierda, segun .
convenga, para que el nimero de cifras que resulte 4 la izquier-
da de la coma se halle comprendldo en los limites de las tablas;
" se busca el logaritmo de todo el nimero considerado como en-
tero, segun los casos anteriores, y por ultimo, se le disminuyen
6 aumentan & la caracteristica tantas unidades como lugares se
corri6 la coma & la derecha 6 izquierda.
Segun esto, y teniendo presente que

log 8346875 = 6,9245239,

* . se tendrd que

log  834,6875=2,9215239  ~
log '8,346875 =0,9215239
log 0,8346875 =1,9215239

log 0,008346875 = 3,9215239.
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465. El método que acabamos de exponer para hallar el lo-
garitmo de un nmero decimal, da origen & logaritmos cuya ca~
racteristica es negativa, siendo positiva la mantisa; lo que se
expresa poniendo el signo — encima de dicha caracteristica

Si en vez de restar de la caracteristica del logaritmo el ni-
“mero de unidades de que anteriormente hemos hablado, lo res-
tasemos de todo el logaritmo, obtendriamos un resultado comple-
tamente negativo, lo cual da origen 4 las dos formas que puede
temer el logaritmo de una decimal, segun que sea negativo «todo
el logaritmo, 6 solamente la caracteristica. Asi, se tendra

log 0,008346875 = 3,9215239
K log 0,008346875 — — 2,0784764.

£66.  Cuarto caso. Que el nimero dado sea una fraccion or- -
«dinaria. Para detérminar el logaritmo de una fraccion ordina-
ria, se pueden seguir dos métodos : 4.°, restar del logaritmo del
numerador el logaritmo del denoniinador; 2.°, convertir la frac-
cion ordinaria en decimal, y queda reducida la cuestion 4 bus- -
car el logaritmo de una decimal. El primer método es preferi-
ble al segundo, por ser. mds breve y porque no siempre es po-
sible convertir exactamente la fraccion propuesta en decimal.

Si la fraccion dada es impropia, el logaritmo del numerador
serd mayor que el logaritmo del denominador, y por tanto no
_habr4 dificultad en efectuar la resta de que anteriormente hemos
hablado ; si el numerador y denominador son iguales, sus loga-
ritmos tambien lo seran, su diferencia sera cero, como debe ser,
pues entonces el quebrado es igual 4 la unidad, y el logaritmo
de 1 es cero. Finalmente, si la fraccion es propia, no se podra
restar el logaritme del denominador de el logaritmo del nume-
- rador, lo que nos prueba que el logaritmo deberd ser negativo;
‘deberé por lo tanto ir precedido del signo — , y su valor numé-
rico se hallara restando del logarxtmo mayor el menor.

Dadp el logaritmo de un ntimero, hallar este numero.

467. Primer cago. Que el logaritmo dado, siendo positivo,
tenga 3 de caracteristica. Si el logaritmo es positivo,. pertenece
4 un.nimero mayor que la unidad, y su caracteristica aumen-
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‘tada en una unidad, indica el ndmero de cifras de que se com-
pone la parte entera de dicho nimero.
- Si el logaritmo dado tiene 3 de caracteristica, segun hemos
dicho, el nimero & que pertenece se hallaré comprendido en-
tre 1000 y 10 000. Para hallar este nimero, se busca el loga~
ritmo dado en la columna sefialada con Loeuum .» Y aqui puede
suceder uno de dos casos:

1. Que la mantisa se halle en las tablas. En este caso el
ntmero buscado se halla colocado 4 la izquierda en la columna
marcada con Noms.

a

El valor de # debe calcularse 4 lo més con tres cifras decl—
males.

Sea, por ejemplo, hallar el’ nﬁmero correspondlente al loga-
rltmo 3,9215239.
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Este logaritmo no se halla en las tablas, sino que estd com-
prendido entre los logaritmos 3,924478% y 3,9215304 corres-
pondientes 4 los nimeros 8346 y 8347 ; por tanto, la parte en-
tera del niimero que vamos buscando, serd 8346; la parte deci-
mal se hallard por la expresion [1], haciendo D = k85, y A="520,
de modo que se tendrd z =0, 875 Luego el numero buscado
serd igual & 83475 875. )

Los calculos se disponen del modo s1gmenbe:

" log N = 3,9215239
log 8346 = 3,921478%

D=455 520 =2
© 390 [70,878
260 .

00 | .

Luego log 8346, 875 = 3,9215239; el mimero buscado es
por lo tanto igual 4 8346,875.

468. Seeunpo caso. Que el logaritmo dado siendo positivo
no tenga 3 de caracteristica. Si el logaritmo no tiene la carac-
teristica 3, se le aumenta ¢ disminuye el ndmero de unidades
suficiente para que resulte la caracteristica 3, se halla el nume-
ro correspondiente 4 este logaritmo, segun el caso anterior, con
tres cifras decimales, y en seguida se corre la conta & derecha
. 0 izquierda tantos lugares como unidades se le qultaron 6 au-
mentaron 4 la caracteristica.

. Conviene hacer siempre que la caracteristica sea 3, porque
de ese modo se halla por las tablas el mayor nimero de cifras
decimales.

Sea, por ejemplo, hallar el niimero correspondiente al loga-
ritmo 5,532478%. Quitando 2 unidades a la caracteristica, ob-
tendremos el logaritmo 3,85321784%, que corresponde, segun el
caso anterior, al nimero 3405,480; luego el logaritmo propues-
to corresponderd al nimero 340548, que se obtiene corrien-
"do la coma 4 la derecha dos lugares, por ser dos las unidades
que se disminuyeron & la caracteristica 5 para que se redu--
jese &4 3.
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* Del mismo modo se hallard que el mimero correspondiente al
logaritmo 0,532178%, es 3,40548. '
469. Tercer caso. Que el logaritmo tenga negativa la ca~
racteristica. Si el logaritmo dado tiene la earacteristica nega-
tiva, se le afiaden tantas unidades cuantas, sean necesario para
hacer que dicha caracteristica sea positiva é igual 4 3; se halla
el nlimero correspondiente segun el caso anteffor, con tres cifras
decimales; y por ltimo se corre la coma hécia la izquierda tan-
tos lugares como unidades se le agregé 4 la caracteristica.
£70. Cuarto caso. Que todo el logaritmo sea negativo. Pue- -
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" El uso de los complementos es de una grande utilidad, sobre
todo en el célculo logaritmico. Sucede con mucha frecuencia en
las aplicaciones de los logaritmos, que el resultado de una ‘ope-
racion se obtiene por medio de -adiciones y sustracciones hechas
con logaritmos, las .cuales vienen & sustituirse por una suma,
haeiendo uso de los complementos.

Supongamos que para obtener un cierto resultado N, se tiene
que ejecutar con los logaritmos 7, I, I,, I3, I, ... la serie de
operaciones _—

N='l+li—lz—la+l4—ls+16-

'Si reemplazamos por los logaritmos que se han de restar, que
gon [y, Ux, Iy, las cantidades 10 — I,, 10 — I3, 10 — I5, que
son los complernentos, habremos aumentado el resultado en tan-
tas decenas como complementos se consideran; es decir, como
ntimeros habiamos de restar, de modo, que quitando del resul-
tado el mismo ndmero de decenas, obtendretos el resultado
final pedido. :

-Asi, representande por ¢, ¢/, ¢’ los complementos de los nu~
meros anteriores, hallaremos para valor-de N la expresion

N=Il+1l+c+c+ 1+ +lg—30,

lo cual nos prueba que para obtener un resultado compuesto de -
varios logammos que han de ser sumados, y otros que se deban
restar, se'suman con los primeros los complementos de los se-
gundos, y del resultado se quitan tantas decenas como comple—
mentos hay.

Caloulo logaritmico.

-&72. MoLtrpLicAcIoN Y. DIvisioN. Se trata de hallar el valor
347 < 1065 Se 128
1193 272 397°

Segun las propiedades de los logaritmos, se tendra (437 Y
£40) haciendo uso de los complementos :

de la expresion ¢ =
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log 2 ==log 347 — log 1193--log 1065 — log 272} log 128 — log 397
log 347= 2,5403295
comp. log 1193 = 6,9233596
© log 1065 = 3,0273496
comp. log 272 = 7,5654311
* log (128 = 2,1072099
comp. log 397 = 17,4012095

| 29,5648892
luego loga = 1,5648892
10g & X 10% — 3,5648892 log 3671,885— 3,5648892
log 3671 —8,5647844 B o X 108 = 3671,885

D—10i80 | 1183=A @ =0,3671885°
10160 |2
10 |8
1085

Ffectuando este calculo directamente sin hacer uso de los com-
plementos, hallaremos = * ,

log 347= 25403205 log 1193 = 3,0766404
log 1065 = 3,0273k96 log 272 = 2,k345689
log ~ 128= 2,1072099 log 428 =2,5987905
—— -
7,6748890 . 8,1099998
. 8,1099998 Cot
" log ==—0,k351108
logz . 104 = 3,5648892, ' .
de donde se deduce como anteriormente & = 0,3671885.

* 473. FomMacioN DE POTENCIAS. Sea, por ejemplo, hallar la
octqva potencia del ndmero 23. Segun el nlmero 439, se ten~
dra llamando 2 al resultado, log = log (23)8 =8 < log 23.

Log 23= 1,3647278% *
8 >< log 23 = 10,8938227 L
w .
log 7831 = 3,8938172
. D=5500 |556=A
5050 | 0,099 °
88
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log 7834,009 = 3,8938227;

luego . T =7834,009,

de donde & = 78310990000 = (23)8

con un error menor que uma unidad de quinto drden.
47k. Exrtraccion oe raices. Hallar la raiz séptima del ni-
mero 3785. Segun el nimero 444, se tendrd, _llamando z al rp-

. sultado, log © = log V 3785 = 747- log 3785. *

Log  3785=13,5780659
+ log  3785=0,5111522
log & >< 103 =38,5144522
log 3244 =3 5110808
D=T7140 |1339=24
450, | 0,533

4330
, 313
log 324,533 = 3,5114522; ,'
luego & > 103 = 324,533, |
de donde =g 2%k533 = |/ 3785,

476. Apliquemos, por Gltimo, y como recopilacien de todo 1o
dicho, el cdlculo logaritmico 4 la determinacion del valor de una
expresion numerica, y sea, por ejemplo, hallar el valor de

] :

‘ . |
. \O/ 832 >< |/ H79 >< (2,58
-~ 19 < (357
‘ NETT 3N L TIES

En primer lugar, tomando logaritmos, tendremos

logz=0,6 (log (8325 FT9<(2;5) )—log ((343><}/ ﬂf)) |
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log %e=0,6 <1og 83245108 £79-+5.10g 2, 5—(810g 36-+-+ log215—10g 3))

log = 832 = 2,92012333

+log 479 = 0,89354517
5.log  2,5=1,98970005 3.log 3% = 4,59443676
+slog  3=10,00542£28 +log 215'= 0,46648769 -
5,89869280 . BP6092445
5,06092445 '
0,83776835
logz  =0,5026610
log # ."103 = 3,5026640
~ log 3184 = 3,5025637
D=9730 |4366=4
1780 0,742
3850 =
1120 :

log 3181,712 = 3,5026610;
luego . @ . 403 =3181,712,
de donde C z=3481T12.

Observaciones respecto & los incrementds dé los logaritmos.

* £76. Si ¢xaminamos en las tablas de logaritmos la columna
de las diferencias, observaremos que estas diferencias van cons-
tantemente disminuyendo; asi, los logaritmos de los nimeros
1837 y 1838, se diferencian en 2363 unidades del séptimo or-
den decimal, miéntras que la diferencia de los nimeros 9375 y

9376 es 463 unidades del mismo érden.
La razon es bien sencilla ; en efecto, sean a y a + 1 dos nﬂ-

- leros enteros consecutivos, y se tendra

»log(a+4)—1oga=log(“jz" )=~log(4 +—f;);
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pero & medida que a aumenta, 1 + 1 tiende hacia la unidad;

luego la diferencia tabular tiende a valer log 4 = 0.
Si los nimeros reciben un incremento cqnstante k, los loga-
ritmos se diferenciardn en

log (a +h)—loga=log(a,-:h);log(l '+%),

cuya diferepcia serd tanto menor, cuanto mayor sea el nii-
mero a.
Si la relacion del nimero al incremento fuera constante,-es

decir, si -z— fuese una cantidad constante k, la diferencia de los

logaritmos seria tambien constante é igual 4 log (1 + £).

"477. Hemos supuesto, al hallar €l logaritmo de un néGmero
mayor que el mayor de las tablas (64), que los incrementos de
los logaritmos son proportionales & los de los nimeros, lo cual
evidentemente no es exacto. En efecto, si al nimero a se le da
un incremento d, su iogaritmo recibira otro A ; si damos ahora
al nimero @ + ¢ el mismo incremento @, el logaritmo recibird
tambien un nuevo incremento algo menor que el primero, segun
lo dicho anteriormente; asi, cuando el incremento del nimero
se ha hecho doble, el del logaritmo es nn poco menor que el do-
ble; y al contrario, cuando el incremento de un ntimero se ha
hecho mitad, el del logaritmo es un poco mayor que la mitad.
De donde se deduce, que al hacer uso de esta proporcion en el
primer problema, se hallan resultados menoreg que los-verdade-
ros; y al pasar de los logaritmos & los numeros, los resultados
s0n mayores.

Para calcular el limite del error que se comete por el empleo o
de esta proporcion, se necesita el conocimiento de las serles, de
las cuales nos ocupamos en el lgebra superior.
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2. S| tratasemos de plantear un gistema cualquiera de numeracion,
principiariamos por dar nombres sencillos & los nimeros formados, se~
gun sabemos, por el aumente sucesivo de la unidad desde el uno hasta
aquel que precede al namero de la base, al } pal llamaremos siempre
diez, constituyendo al mismo tiempo la unidad de segundo érden. La
reunion de otras tantas unidades de segundo érden formarian la de ter-
cero, qpe llamariamos cienlo, y asi sucesivamenle iriamos obteniendo
las unidades de cuarto, quinto, etc. érden, que nombrariamos con las
palabras mil, diez mil, etc.

De esta primera regla se deduce, que si la base del sistema que tra-
tamos de formar es memor que la base 10 del actual, no hay necesidad
de inventar cifras ni palabras que expresen 6 representen los nimeros
que hay entre uno y la base, pues pueden servir las que tenémos, que-
dando indtiles las que hay despues de esla base hasta el nimero nueve.
Asi, siendo la base del sistema 7, por ejemplo, las palabras y cifras
necesarias para los niimeros arriba citados serian

1 2 3 4 5 6
. uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis;

el slgmente que es la base seria diez; de modo que en el nuevo sis-
tema los numeros ordinarios siete; ocho, nueve, diez, once, doce,’
trece y calorce, serian diez, djes y uno, 1’1 once, diez y dos, 6 doce, -
diez y tres, 0 trece, diez y cualso, 6 catorce, diez y cinco, 6 ‘quince,
diez y seis, y veinte. El nimero cuarenta y nueve seria el ciento en el
nuevo sistema, y asi de 1¢s demas.

Si la base fuera mayor que diez, tal como quince, habria que inven-
tar cinco cifras con sus cinco nombres para representar los nimeros
diez, once, doce, lrece y catorce; el quince seria el diez del nuevo sis-
tema, el diez y seis seria el diez-y uno, G once, y asi sucesivamente.

Como cada nimero de los que hay. entre el uno y la base se repre-
senta por una sola cifra, la cual tiene su nombre correspondiente, y ade-
mas se usa de la cifra cero con el objeto indicado en el sistema de nu-
meracion ordinario, de aqui que el nipero de cifras que se debe con-
siderar en cualquier sistema, es siempre igual al nimero que indica la
base: asi en el sistema decimal cuya base es’dies, se necesilan 10 ci-
fras; en el sistema ternal 6 ternario, sélo se necesitaran 3; en el sistema
duodecnmal 6 de base doce, se necesitaran 12 cifras.

Con el objeto de comprender bien esia teoria general, explicaremos
un sistema distinto del ordinario, tal como el duodecimal, y todo cuanto
de €] digamos podra aplicarse & otro sistema cualquiera.

.
- .

. Sistema duodecimal.

3. NUMERACION HABLADA. Siguiend'o una marcha anﬁloga 4 la ex-
puesta en el sistema de numeracion decimal, se hallara qué partiendo
del nimgro uno, se obtendran por el aumento sucesivo de la unidad los
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nimeros dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, mwvo, dice, trice,t y
dies. : ’

La reanion de diez (doce) unidades se considera como una nueva uni-
dad llamada de sequndo drden 6 decena, y se cuenta por decenas lo mis-
mo que -por unidades, diciendo: una decena, dos decenas,.tres dece-
nas, glc., las que se.expresan con los nombres diez, veinte, treinta, ...
noventa, dicenla, tricenta, y diez decenas 6 ciento. Donde vemos que
los nombres de los diez (doce) primeros nimeros terminados en enfa nos
expresan el mismo nimero de unidades de segundo orden; por ejemplo,
ochenta que es el ocho terminddo en enta nos indica ocho’ decenas, ¢ri-
centa que es el {rice terminado en ente nos indica irice (once) decenas.
Se excepiian de esta regla dies, veinle y cienfo, que como se ve cor-
responden a una, dos y diez (doce) decenas, y que no estdn terminados

-en enla. . _

Entre cada dgs coleceiones de decenas (docenas) hay trice (once) né-
meros cuyos nombres se forman afiadiendo al de la coleccion inferior
los de los trice (once) primeros; asi los comprendidos entre dicenta y
iricenta, serin dicenta y uno, dicenta y dos, eic., hasta dicenta y trice

" (ciento treinla y uno). .

" La reunion de diez (doce) decenas, ¢ sean cien (ctenfo cuarenta y cua-
Iro) unidades, se considera como una nueva unidad llamada de fercer
drden 6 cenlena, y se cuenta por cenfenas lo mismo que-por unidades
diciendo: un ciento, dos cienlos, ... dicientos, iricientos, ... y diez cien-
tos que se expresa con la palabra mil.

La reunion de diez (doce)‘;entenas se considera,como una nueva uni-
dad llamada de cuarto érden 6 millar, y se cuenta por millares, decenas.
de millar y centenas de millar, lo mismo que se ha contado por unida-
. des, decenas y centenas simples; dando origen asi & otros dos érde- .
_nes de unidades que son las de quinto y sexto.

La reunion de dies (doce) centenas de millar componéh la unidad de
sépmno orden 6 millon, de la cual se formap otros seis érdenes que son
millon, decena de millon, etc., y que corresponden & los ordehes res-
pectivos séptimo, octavo, noveno, dizavo (décxmo) mzavo (undécimo)
y déctmo (dozavo).

El conjunto de diez (doce) centenas de millar -de m:llon forman el

_billon, y se cuenta por billones, trillones, etc., del mismo modo que
por -millones y unidades simples.

4. De aqui resultan dos clases de unidades: unas que llamaremos
principales que son las de primer érden, del séptimo 6 miilones, del
undécimo (décimo tercio) 6 hillones, del diez y siete (diez y nueve) 6
trillones, etc., las cuales se reproducen de seis en seis; y otras inter-

(*) Las palabras dice y trcce ]as adoptamos para los nimeros que en el sistema deci-
mal se llaman dtez y once
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medias que son las decenas, centenas, millares, decenas de millar y
centenas de millar de cada uno de estos érdenes principales.

5. NumeracioN EscriTA. Hemos visto ya que en un sistema cudlquiera
se necesilan, conlando con el cero, tantas cifras como unidades tiene la
base del sistema: asi en el sistema duodecimal se necesitaran diez (doce),
y como en el sistema ordinario no tenemos mas que diez, tendremos
necesidad de adoptar dos mas correspondientes & los nameros dice (dxez),
Y irice (once); de modo que conviniendo en que estas cifras sean ‘las

_primeras letras del alfabeto griego, se tendra que las cifras empleadas
en el sistema duodecimal son:

0 1 2 38 &8 8 6 1 8 9 o g
cero, uno, dos, ires, cuairo, cinco, seis, siete, ocho, nueve, dicé y frice.

Conviniendo, como en el siglema ordinario, en que cada una de estas -
cifras tengan dos valores, uno absoluto que es el que representa por su
figura, y otro relativo al lugar que ocupe; conviniendo ademas en que
una cifra escrita d la izquicrda de otra, nos exprese unidades del r-
den inmediato superior al que ésta representa, podremos escribir en
este sistéina un nimero entero cualquiera.

Segun.el convenio anterior, se deduce que si un nimero se compone
de varias cifras, la primera de la derecha serén unidades simples, la
segunda decenas 6 unidades de segundo 6rden, la tercera centenas 6
unidades de tercer érden, y asi sucesivamente: De modo que si el nu-
mero que'se quiere escribir contiene todos los érdenes de unidades que
hay desde el primero "hasta el superior, no fabra dificultad en hacerlo,
pues baslara ir colocando. las cifras que nos expresen las unidades de
cada especie, unas d conlintiacion de olras conforme se vayan pronun-
ciando.

Sea, por ejemplo, escnblr el nimero ocho mil cualro cientos tricenta
millones quinientos veinte y dice mil tricientos sesenia y cualro uns-
dades. ,

Colocando las cifras en el 6rden que se han pronunciado, obtendre-
mos el nimero escrito en cifra

84p524B64.

Qcupando con ceros los 6rdenes de unidades que falten en un nime-
ro y con las cifras significativas correspondientes & los que se nombren,
se tendra escrito un nimero cualqulera :

Sea, por ejemplo, escribir el namero ochocientos dzcenta y trice bi-
llonea seiscientos {res mil quinientos {ricenia millones sesenta y trice
mil ochenta y dice.

Colocando cada cifra en su correspondlente lugar, ecupando con ce~
ros los érdenes que faltan, se tendra

c 8860353006308
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Del mismo modo que en el sistema decimal veriamos que el nimero

35,407.200,780.8x0,007

se lee en el lenguaje ordinario del modo siguiente:
Treinta y cinco mil cuatrocientos siele billones dicientos mil selecientos
tricenta millones trescientos dicenta mil dicenta y siete.

Traduccion de un nimero entero escrito en un sistema de base B,
& otro sistema de hase B',

6. Para escribir en un sistema cualquiera un niimero escrilo en el sistema
decimal, se divide por la base el nimero propuesto y los cocientes sucesi-
vos, hasta llegar é uno que sea menor que dicha base; los restos que se
oblengan serdn las cifras respectivas de los diferentes drdenes de unidades
del niimero escrito en el sistema propuesto.

En efeclo, sea N el niamero escrito en el sistema decimal, y B 1a base
del sistema & que se quiere referir. Como en el sistema cuya base es B,
cada unidad de segundo érden s¢ compone de B unidades de primero,
cuantas veces el niamero B esté contenido en el nimero N, tantas uni-
dades de segundo habré; luego dividiendo N por B, el cociente Q serin
unidades de segundo érden: el resto de la division, siendo menor que B,
tendra una cifra que lo represente, la cual sera la de las unidades de
primer 6rden del nimero. v

Dividiendo el cociente Q por B, el nuevo cociente entero Q/ que ha-
llemos nos expresara las unidades de tercer érden; el resto serén las
unidades de segundo, y asi sucesivamente.

Esenpro. Escribir en el sistema duodecimal el ndmero 1798.

La operacion se dispondra asi:

1798 | 12
59 149 |_12
u8 99 12 | 12 -

10 5 0 1

Por consiguiente el nimero 1798 escrito en el sistema duodecimal, es
1054,

7. Para escribir en el sistema decimal un nimero escrifo en cualgquier
sistema, se multiplica por la base la cifra del érden superior, al producto
se agrega la cifra siguiente, el resultado se vuelve d multiplicar por la
base, se agrega la cifra siquiente, y asi se conlinta hasta haber agregado
la cifra de las unidades de primer drden.

Sea un namero dcba escrito en un sistema cuya base es B: cada uni-
dad de un 6rden cualquiera se forma de B unidades del inmediato infe-

rior; lnego d unidades de cuarto érden se formaréan de dB de tercero, de
26
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modo que se tendrip dB -+ ¢ unidades de-tercer 6rden: multiplicando
este resultado por B, y afiadiendo Ja cifra b tendremos las unidades de
segundo érden de que consta el nimero, y por #ltimo, multiplicando el
resultado que se obliene por 1a misma base B y siiadiendo la cifra a de
las unidades, tendremos el nimero escrito en el sistema decimal.

Esemrro. Escribir en el sistema decimal-el namero 105 escrito en el
duodecimal.

Efectuando los calculos indicados anteriormente, se tiene

(1312 4+ 0)>12 + 5] >< 12 + 10 = (12< 12 + §) <12 + 10 =
149 ><12 -+ 10 = 1798:

Luego el numero 105a escrito en el sistema duodecimal, equivale &
1798 escrito en el decimal.

8. Para escribir en el sistema cuya base es B un nimero escrito en el

sistema B se escribe primero el mimero en el sistema decimal, y despues
se pasa del decimal al sislema cuya base s B. :

9. En general, si representamos por @, b, ¢, d, e, f . las cifras de
un namero escrito en el sistema cuya base es B, dicho nimero tendga
por expresion en el sistema de base B, puesto que B=10,

Ne=... fedcba = a + 100 + 10% + 10°d + 10' -+ 10°f + ...

Este mismo namero tendrd por expresion en el sistema ordmano 6
decimal

Ne=a -+ Bb + B'c + B'd + B'¢ + B*f + ...

Las reglas para pasar de uno 4 otro sistema son las expuestas ante-
riormente.

LECGION 11,

Célculo de los niimeros enteros escritos en un sistema cmlqnicn. — Fracciones en
un sistema cualquiera anilogas & las decimales del sistema ordinario.

Céloulo de los numeros enteros esoritos en un sistema cualquiera,

10. El cilculo de los nimeros enteros escrilos en un sistema cuya
base es B, se hace como en el sistema ordinario, teniendo presente que
cada unidad de un érden cualquiera equivale & B de la especie inme-
diata inferior.

YVeamos como se verifica ¢l calculo en un sistema cualquiera, en el
duodecimal por ejemplo, y del mismo modo se haria en otro caalquiera.
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Para mayor facilidad deberiamos anteponer 4 cada operacion la tabla
correspondientc, como se hace en el sisterma decimal cuando por pri-
mera vez se estudia; pero nosotros sélo expondremos la més necesaria,
cual es la de mulhplwar.

11. Apicion. Sea, por ejemplo, efecluar la suma de los nimeros en--
teros que figuran al margen, escritos en el sistema de doce cifras.

Bl Como la suma se practica lo mismo que en el sistema ordi-
883 nario 6 decimal, y sélo tenemos que atender 4 la circunstan-
678 cia especial de que cada unidad se compone de doce de la
99 especie inferior, hallaremos el resultado del modo siguiente:
"186. T7y3, a(diez); « y B, 19 (veinle y uno); 19 y «, 27 (treinta

y uno); 27 y 6, 31 (treinta y siele), cuyo nimero compone 1

2801  unidad de primer érden, que escribimos en su lugar, y 3 de
segundo que se reservan para sumarlas con las de su especie, diciendo:
8y a, 11 (trece) ;11 y 8, 19 (veinte y uno); 19 y 7, 24 (veinte y ocho);
24y 9, 81 (treinta y siete); 31 y B, 40 (cuarenta y ocho). Del nimero
&0 escribimos el cero en su lugar, y las.& unidades de tercer érden se
reservan para sumarlas con las de su especie, lo cual nos da: 4y B, 9;
9 y 8, 18 (veinte); 18 y 6, 22 (veinte y seis); 22 y 2, 24 (veinte y ocho);
24 y 7, 2B (treinta y cinco), cuyo numero escrito en su lugar nos da la
suma 2801, que se lee dos mil fricientos uno.

12. SustRACcION. Sea restar 374938 de 986043 en el sistema de doce
cifras. ,

986043 Dispuesta la operacion como al mérgen se ve, diremos:
87988 8 ménos 8, no puede ser ; tomaremos una unidad del érden
siguiente, que descompuesta en unidades simples da 10
607247  (doce), y diremos: 13 {quince) ménos 8, 7; el « (diez) se
convirlié en 9, del cual no se puede restar $; descomponiendo una uni-
dad de cuarto érden, por no haberla de tercero, dejaremos $ (once) en
el tercer lugar, y la restante la descompondremos en 10 (doce) unidades
de segundo, que agregadas 4 las 9 que hay resultara el nimero 19 (vein-
te y uno); restando de 19 la cifra B, hallaremos la resta « que coloca-
mos en su lugar. El 0 se convirtié en $, de cuyo namero, restando 9,
hallamos la ecifra 2 que colocamos en su lugar; continuando del mismo
modo llegaremos 4 concluir la resta, cuyo resultado es 607227, que se
lee, segun lo convenido, del modo siguiente: seiscientos siete mil dos-
mntos dicenta y siete.

" 13. Murmirnicacion. Para poder efectuar con facilidad la multiplica=
cion de niweros escritos en un sistema cualquiera, conviene tener pre-
sente Ja tabla de multiplicar correspondiente; asi principiaremos, puesto
que venimos ejecutando los calculos en el sistema duodecimal, estable-
ciendo la tabla pitagérica correspondiente & este sistema.
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2 ls|alb6|e|l7]s]o]alp
6|8 |al1|12]|16716]18] 10
9 (1013 16|19 |20 | 23 | 26 | 29

| & | B

10 |14 |18 | 20 | 24 | 28 | 30 | 34 | 38
o (13 |18 |21 |26 | 23 {34 | 39 | 42 | 47
10 | 16 | 20 | 26 | 30 | 36 | 40 | 46 | 50 | 56

12119 | 26 | 23 | 36 | 41 | 48 | 53.| B« | 65

14 | 20 [ 28 | 34 | 40 | 48 | 54 | 60 | 68 | 74

16 |23 |30 {39 | 46 | 53 | 60 [ 69 | 76 | 83

18 | 26 | 34 | 42 | B0 | Bx | 68| 76 | 84 | 92
la.| 29138 | &7 | 56 [ 65 | 74 | 83 ( 92 | ol

Sea ahora, por ejemplo, multiplicar dos nimeros cualesquiera 3428
y 528. Dispuesta la operacion como en el sistema ordinario, y emplean-
do la misma regla que alli se expuso, hallaremos 8 >< 8 =74, esctibi-

‘3228 mos el 4, y las siete unidades las reservamos para sumar-

" 528 las al producto parcial siguiente; 2 >< 8 = 14, 14 y 7 son

96984  1B;Byvauna;a><8 =068 y1 son #9; escribimos el 9

82652 Y quedan 6; 3 >< 8 = 20, 20 y 6 son 26 que escribimos

17327 en su lugar, obteniendo asi el producto parcial del multi-
1483214  plicando por la primera cifra del multiplicador.

Del mismo modo hallaremos los dos productos parciales 32652 y 17327
correspondientes & las cifras « y 5 del multiplicador. Sumando los tres
productos parciales, hallamos el producto total 1«83«14,

14. Division. La division es el analisis de la muluphcaclon, la regla
es la misma que en el sistema ordinario y se deduce del mismo modo.

Sea, por ejemplo, dividir 148314 por 3228, en el sistema duodecunal

Dispuesta la operacion del modo siguiente

10832,1,6 | 328

17827 | has
35131
32652
26984

269p4

0 -
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hallaremos, siguiendo las reglas: establecidas en el sistema decimal, el
cociente 528.

15. ELEVACION A POTENCIAS. Slendo la elevacion a4 potencias un caso
particular de la multiplicacion, no necesitamos poner ejemplos que eje-
cutar, pues se haria como hemos visto en la multiplicacion.

16. EXTRACCION DE RAICES. Las reglas para la extraccion de las rai-
ces cuadrada y cibica en un sistema cualquiera, son las mismas que
las expuestas en el sistema decimal, y por ellas se encontraria que la
raiz cuadrada de 226230, es 5a0; y la cibica de 113aB428, es 248, ni-
meros escritos todos en el sistema duodecimal.

17. Sabiendo ejecutar las operaciones fundamentales de la aritmética
en un sistema cualquiera, podra resolverse directamente el problema
de traducir un nimero de un sistema de base B, 4 otro de base B/, por
la regla siguiente:,

Para traducir un nidmero enlero cualquiera del sistema cuya base es B,
d otro de base B', s¢ divide el nimero y los cocientes sucesivos por la base
del nuevo sistema expresada en el antiquo, y los restos sucesivos que en-
contremos serdn las cifras del nimero pedido, el éual se oblendrd ponien-
do estas cifras de izquierda d derecha en un orden contrario al que se han
hallado.

Fracciones en un sistema ocualquiera, anidlogas & las decimales
’ del sistema ordinario.

18. Las fracciones decimales de un sistema cualquiera, que bien po-
dremos llamarlas asi despues de haber convenido en llamar siempre
diez a la base del sistema, se obtienen absolutamente de la misma ma-
nera que en el sistema ordinario, y siguen las mismas reglas en su es-
critura, lectura y calculo.

La conversion de fracciones ordinarias en fracciones decimales, se
hace del mismo modo, y como en el sistema ordinario, se verifica que
cuando el denominador de la fraccion ordinaria no contiene mas facto-
res primos que los de la base B, se puede reducir exactamente en frac~
cion continua; y siempre que el denominador contenga faclores extra-
fios 4 los de la base, la fraccion decimal equivalente serd ilimitada, pe-
riddica pura si dicho denominador es primo con B, y peridédica mixta
si ademas de contener faclores de la base, contiene alguno extraio.

La fraccion ordinaria ——- 18 escrita en el sistema de 12 cifras, serd

T7(i" y ésta convertida en fraccion decimal correspondiente, sera

0 |16
80 o5
100
100

0 .
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donde vemos que la fraccion ordinaria propuesta es equivalente en la
fraccion decimal del sistema cuya base es doce, 0,48.

Del mismo modo veremos que la fraccion ordinaria —:~ cuyo denomi-

nador es primo con la base 10 (doce) del sistema, convertida en desimal
da origen 4 la fraccion periddica 0,72497249 ..., y la fraccion ordinaria

]% que en el sistema de doce cifras se escribe —Z— Y cnyb denominador

« conliene el factor primo 2 de la base y el 5 diferente, convertida en
fraccion decimal dara unafraccion periédica mixta igual 40,849724972...

Las reglas para convertir fracciones decimales de un sistema cual-
quiera a fracciones ordinarias, son las mismas que las dadas en el sis-
tema ordinario. Asi, las fracciones decimales anteriores tendrén por
generatrices respectivas

8 2 12 _ 17 . .
0,48 = 100 =60 — 30 — 16 1 equivale & ﬁ en el sistema de-
cimal, :
7249 3
0,72497249 ... =
’ )

cuya simplificacion se ha hecho buscando el maximo comun divisor

2497 de los ndmeros 7249 y BRRA escritos en el sistema de doce eifras, y

dividiendo por él. '
Por ltimo, se tiene que

84972 —8 *_ 84966 ;1

0,849724972 ... = 23BE0 = BERE0 =

equivalente esta ultima fraccion 4 la ordinaria — 10 del sistema actual.

LEGCION 1Ill.

Divisibilidad en un sistema cualquiera. — Aplicacion de la teoria de los diferentes
sistemas de numeracion, — Comparacion entre los sistemas de nmnewn decimal
y duodecimal.

Divisibilidad de un sistema cualquiera.

19. Los caractéres de divisibilidad de un nidmero por otro en un sis-
tema cualquiera, se deducen de la misma manera que lo hemos hecho
en el sistema ordinario, si bien es cierto que estos caractéres varian de
un sistema 4 otro al mismo-tiempo que varia la base.
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Asi, pues, prescindiendo de las demostraciones, porque serian idén-
ticas 4 las dadas al ocuparnos de esta teona en nuestro sistema ordina-

Tio, diremos qua:

1.° Para que un nimero sea divisible por un factor de la base, es nece-
sario que su ultima cifra dé la derecha lo sea tambien.

2.° Para que un niumero sea divisible por la enésima potencia de un
factor de la base, es necesario que el niumero formado por las n tllimas
cifras de la derecha lo sea tambien.

3.° Para que un nimero sea divisible por B — 1 6 por un factor prime
de B—1, siendo B la base del sistema, es necesario que la suma del valor
numerico de sus cifras sea divistble tambien por B—1 ¢ por el factor pri-
mo de B — 1, cuyo cardcter de divisibilidad buscamos.

4.° Para que un numero sea divisible por B +- 1, 6 por un factor
primo de B + 1, stendo B la base del sistema, es necesario que la suma
de las cifras de lugar par, ménos I@’suma de las de lugar impar, sea
cero, 6 divisible por B + 1, 6 por el factor de B + 1 quyo cardeter ds
divisibilédad buscamos.

20. En general si representamos por a, b, ¢,.d, ¢, etc. las cifras de
un nimero entero N, escrito en un sisiema de base B, y por 1, r, r',
r7, rit, etc. los diferentes restos que se obtienen de dividir por n las
potencias sucésivas de la base B, principiando por 1, se tendra que e}
nimero N serd divisible por n siempre que la suma algebrdica

a = rb = vlc = riid = ritie =,

sea cero 6 divistble por el niimero 0.

La demostracion es la misma que se di6 en el s:stema ordmano, Lec-
ciox X.

Segun esto, diremos que en el sistema de doce cifras un nimero sera
divisible por 2, 3, 4 6 6, siempre que la cifra de las unidades sea cero
6 divisible por estos numeros.

Sera divisible por 9, 14 (diez y seis), 30 (treinta y seis), siempre que
sus dos dltimas cifras sean ceros 6 formen un nimero divisible por 9,
14 6 30.

Un nimero sera divisible por 8 (once) siempre que la suma del valor
numérico de sus cifras lo sea tambien.

Un numerd sera divisible por 11 (trece) siempre que la suma de las
.¢ifras de lugar. impar, ménos la suma de los de lugar-par, sea cero ¢ di-
vigible por 11.

Aplicando la férmula general anterior para saber cuindo un ndmero

entero es divisible por otro nimero cualquiera, hallaremos, que un né-
mero entero escrito en el sistema de doce cifras sera divisible por 7,
cuando separando la cifra de las unidades y dividiendo lo que queda en
periodos de tres cifras, y multiplicando éstas respectivamente por los
nameros 2, 8, 1, 1a suma de los productos de los periodos de lugar im-
par (contando como tal la cifra separada de las unidades), ménos la su~
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ma de los productos de los periodos de lugar par, sea cero 6. divisible
por 7.

En efeclo, las diferentes restas que se obtienen al dividir por 7 las
potencias snceswas de la base, son

1546231540[0,

tomando los complementarios de aquellos que pasan de la mitad de 7,
se tendra la nueva serie de restos

1,—2,~—~3,—1,2,3,1,—2,—3, —1,e¢lc.;

luego si representamos por a, b, ¢, d, ¢, f, etc. las cifras de un nimero
N escrito en el sistema de doce, se hallara para condicion de divisibi~
lidad de N por 7, que la suma algebraica

¢
6—2% —3c—d+ 2% + 3f+ g — 2 —elc.

ba de ser cero 6 divisible por 7; lo cual esta conforme con la regla.

Aplicacion de la teoria de los diferentes sistemas de numeracion.

21. Por medio de la teoria de Jos diferentes sistemas de numeracion
pueden demostrarse algunas propiedades de los nimeros.

En efeclo, de poderse escribir un namero cualquiera en el sistema
binario 6 sea de dos cifras, se deduce que fodo nimero par es una su—
ma de potenctas de 2; y todo nimero smpar una suma de polencias
de 2, mds la unidad.

Efectivamente, todo namero N cuyas cifras son a, b, ¢, d ... escrito
en un sistema cuya base es B, se puede escribir asi:

N=a -+ Bb+Bec><XBd +Be+..;

de modo que el nimero N escrito en el sistema binario, serd

N=oa + 20 + ¢ + 2'd + 2'¢ + ...

y como en este sistema las cifras no pueden ser més que 0 y 1, la ex-
presion de N quedara reducida 4 la suma de potencias de 2, si a es cero;
y 4 la'suma de potencias de 2, mas la unidad, en el caso de no serlo, lo
cual se verifica siempre que N es impar.

92. Anilogamente que en el namero 96, demostrariamos en un siste-
ma de base B, que una potencia cualquiera de B disminuida en una uni-
dad es divisible por B—1; y que toda potencia Bm de la base B aumen-
tada 6 disminuida de una unidad, segun que m sea par 6 impar, es di-
visible por B + 1; de donde se podra deducir:

1.° Que Bm — 1 es siempre divisible por B — 1 cualquiera.que sea el nii-
mero B,
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2.° Que Bn—1 6 Bm -1 es divisible por B 4~ 1, segun que m-sea par

o ympar. ’
22. Si observamos que .
1000 —1 =999 =387 <271 =387 3 .
y que ’

1000 + 1 = 1001 = 7>< 11 X< 13,

Y ademas que todo nuimero del sistema ordinario, puede considerarse
como escrito en el sistema de base mil, cuyas cifras serian los nimeros -
que resultan de dividirle en secciones 6 periodos de tres cifras, prin-
cipiando por la derecha, podremos deducir:

1.° Que un nimero cualquiera Noéscrito en el sislema decimal, serd di-
visible por 999, 37, 27, 9 6 3 siempre que lo sea la suma de los periodos
que resultan de dividir el mimero de tPes en tres cifras.

2.°- Que un nimero cualquiera N escrito en el sistema decimal serd di-
visible por 1001, 13, 11 ¢ 7 siempre que dividido en periodos de tres cifras,
principiando por la derecha, la suma de los de lugar impar ménos la de los
periodos de lugar par sea cero 6 divisible por cualquiera de estos mﬁmeroa..

Comparacion entre los sistemas de numeracion decimal y duodecimal.

23. Terminaremos esta teoria haciendo una ligera comparacion entre
los sistemas de diez y doce cifras.

Pudiendo ser, como en efecto lo es, arbitraria la eleccicn de la base
de un sistema de fimeracion, parecia natural que los hombres al ele-
gir la base de un sistema, se hubieran decidido por aquella que mas
venlajas reportara; sin embargo, al adoptar universalmente la base
diez, no han debido tener esto en cuenta. La costumbre cbservada por
todos los hombres en general de contar por los dedos de la mano, y
siendo éstos en nimero diez, ha sido, sin duda, la causa de adoptar esta
base; de aqui el origen de los nimeros digitos, de digitus (dedo), y que
se cuenten algunas cosas por manos, entendiéndose por una mano la .
reunion de ¢inco unidades, namero igual al de dedos que tiene Ja mano.

Todos cuantos se han ocupado de la teoria de los diferentes sistemas
de numeracion convienen en que, & pesar de ser arbitraria la eleccion
de la base, ésta no debe ser ni muy grande ni muy pequefia, sine que
debe hallarse comprendida entre ciertos limites. La eleccion de una base
muy pequefia tendria el inconveniente de venir los nimeros escritos
con muchas cifras, y no se podrian someter & los cdlculos con la senci-
llez y prontitud que se necesita. Por el contrario, la eleccion de una
base demasiado grande permitiria escribir grandes nimeros con pocas
cifras; pero tendria el inconveniente de ser muchos los nombres y cifras
que habria que aprender, siendo por consiguiente muy pesadas las ta-
blas de que nos valemos para efectuar los cilculos. Asi, la de multipli-
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car, que tanto trabajo cuesta aprender & los nifios, costaria muchisimo
més, y aun seria casi imposible si en vez de ser diez la base, fuera,
por ejemplo, ciento. La primera exige aprender de memoria £0 prodanc-
tos distintos: la segunda exigiria 4900, No debiendo pasar la base de
ciertos'limites, segun las razones expuestas, resulta deber estar com-
prendida entre los nimeros 8 y 15; y de los nameros comprendidos en~-
tre estos limites, evidentemente el 12 es el que por la propiedad de te-
ner mas divisores que ningun otro, es indudablemente el que debe pre-
ferirse.

Aunque las propiedades generales de los nimeros no cambian con la
base, sin embargo, de la eleccion de ésta puede depender que la canti-
dad pueda expresarse con mis 6 ménos exactitud, con mas 6 ménos
sencillez, y en este concepto el sistema duodecimal lieva ventaja al de-
cimal; pues por el primero es indudable que se pueden expresar con
exactitud mas cantidades que por el segundo.

Asi, entre las fracciones que tienen la unidad por numerador, y la
serie natural de los nameros desde 2 hasta 99 por denominader, 13 se
pueden convertir exactamente en decimales, miéntras que en fraccio-
nes duodecimales se pueden converlir 19. Por tanto la medida de las
“cantidades se hace mas facilmente por el sistema duodecimal, habiendo
més probabilidades de obtener por este sistema un namero que exprese
el valor de la cantidad con més sencillez y exactitud.

La ventaja del sistema duodecimal sobre el decimal se ha compren~
dido desde hace mucho tiempo, como lo prueban las divisiones y sub-
divisiones de las unidades antiguas, y la predileccion que este nimero
ha tenido y tiene sobre los demas. Rara vez se cuentg en la vida comer-
cial por decenas, miéntras que es muy frecuente hacerlo por docenas y
gruesas, cuya unidad es una docena de docenas. El aiio se ha dividido
en 12 meses; 12 son los signos del zodiaco; 12 los digitos 6 partes en
que se divide el diAmetro del sol y luna. El dia tiene dos veces 12 ho-
ras. La circunferencia se divide en 360 grados, que equivale & treinta
veces 12, y los grados, minutos, segundos, etc., se dividen y subdi-
viden en 60 partes, que equivale & cinco veces 12. Por dltimo, hay
quien apasionado con frenesi por el sistema duodecimal, alega la razon
de que debe adoptarse el nimero 12 por base, no solo por las ventajas
materiales que pueda reportar, sino por ser este nimero, & juicio del
autor & que me refiero, el nimero predilecto de Dios, como lo prueba
el que fuesen 12 las tribus de Israel, 12 los profetas mayores, 12 los
apostoles; 12 los tonos mayores, y 12 los tonos menores de la misica
con que se cantan las alabanzas al Santisimo, etc. , etc.
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LEGGION 1IV.

Método abreviado de la multiplicacion. — Método abreviade de la division. — Método
abreviado de la extraccion de la raiz cuadrada y cGbica. — Ligeras nociones de
geometria para comprender las unidades cuadradas y cibicas del sistema de puu
y medidas.

Método abreviado de la multiplicacion.

2f. En la multiplicacion de decimales, ocurre con frecuencia tener
que hallar un producte con un grado de aproximacion menor que se ob-
tendria empleando el método ordinario de la multiplicacion; por ejem-
plo, si el multiplicando tiene siete cifras decimales y el multiplicador
seis, el producto obtenido por el método ordinario, vendria aproximado
con (rece cifras decimales; pero si sélo quisiéramos tener aproximado
dicho producto en ménos de una unidad del sexto érden decimal, en
vez de emplear el procedimiento ordinario, seguiremos el siguiente mé-
todo abreviado:

928. Para obtener en ménos de una unidad decimal de un érden dado,
el producto de dos nimeros, se escribe el mulliplicando, despues se coloca
la cifra de las unidades del multiplicador debajo de la cifra del multipli-
cando que expresa unidades cien veces menores que aquells que indica el
grado de aproximacion del producto, y las demas cifras del multiplicador
se escriben en un drden inverso.

Despues se multiplica cada cifra del multiplicador por la parte superior
del multiplicando & parlir de la cifra que liene encima aquella por la cual
se multiplica. Se escriben todos los produclos parciales unos debajo de otros
de modo que se correspondan las primeras cifras de la derecha, y se 6fec-
tia la adicion de todos ellod. De la derecha de la suma se separan tantas
cifras decimales, mds dos, como ha de tener el resuliado. Se suprimen las
dos ultimas, y se agrega una unidad d la primera cifra que queda en el
producto. El resullado que asi se obliene, es el que se ptde.

Sea, por ejemplo, hallar en ménos de una milésima, el producto de
los nimeros 3,1495273 y 23,325134.

‘Dispondremos la operacion del modo siguiente :

Multiplicando. . . . . L. 3,2495273
Multiplicador invertido. . 43 152432

6 299054
944856
125980

6298

1570

! 31
9

78,7T198
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Luego el producto de los dos numeros dados, aproximado en ménos
de una milésima, es 73,778.

En efecto, al colocar la cifra de las unidades del multiplicador debajo
de la que en e! multiplicando expresa unidades cien veces menores que
la que indica el grado de aproximacion, hacemos que el producto de di-
cha cifra por la parte superior del multiplicando, & partir de la cifra
que tiene encima, exprese unidades cien veces més pequefias que la que
indica el grado de aproximacion, y como las demas cifras del multipli-
cador estdn escritas en un 6rden inverso, conseguimos que cada uno de
los productos parciales sea tambien del mismo 6rden que el anterior; es
decir, de unidades cien veces menores que las que indican la aproxi-
macion pedida; porque si bien es cierto que cada cifra del multiplican-
do expresa unidades diez veces menores que la anterior a ella, tambien
cada una del multiplicador expresa unidades diez veces mayores que la
cifra que le antecede; por consiguiente el producto de cada cifra del
multiplicando por la parte superior del multiplicador, & partir de la
que tiene encima, expresa unidades cien veces menores que las que in-
dican la aproximacion.

En cada producto parcial se comete uD error menor que tantas centé-
simas del érden da la aproximacion, como unidades tiene la cifra por
la cual se maultiplica; luego el error que se cometera en el producto,
serd menor que tantas centésimas del érden de la aproximacion, como

" unidades tiene la suma de las cifras empleadas en el multiplicador, y
como esta suma en general no llega & valer ciento (*), el error cometido
es menor que -cien centésimas del érden de la aproximacion, es decir,
menor que una unidad de este drden.

Despreciando las dos ultimas cifras halladas, se comete tambien un
error menor que una unidad del érden indicado; luego aumentando una
unidad 4 la ultima cifra que queda en el producto, el error que se co-
mete por exceso ¢ defecto, es menor que una unidad del dltimo érden.

En el ejemplo presente, 1a suma de las cifras empleadas es

3+14+5+2+4+3+2=20;

las centésimas despreciadas del érden de la aproximacion soh 98; lue-
go el error comelido es 98 + 20 = 118 centésimas del Gltimo érden;
pero habiendo afiadido 4 la primera cifra que queda en-el producto una
unidad, obtendremos el producto 73,778 que se diferencia del verda-
dero en ménos de 18 cenlésimas del Gllimo 6rden, y por lo tanto en mé-
nos de media milésima.

(*) 8i pasasg dicha suma de cienfo, en vez de colocar la cifra de las unidades del
multiplicador debajo de la que en el mulupllcando expresa unidades cien veces meno-
res que aquella que indica la aproximacion, se colocard debajo de la inmediata infe-
rior.
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Método abreviado de la division.

26. Para oblener, por un mélodo abreviado en ménos de una unidad,
el cociente de dos niimeros dados (), se marcan ¢ la izquierda del divisor
con una raga horizontal las cifras necesarias para que el nimero que

. representan, sea por lo ménos tqual al doble de cifras que ha de fener ol
cociente multiplicado por 0,9; se cuentan d conlinuacion otras tantas como
ha de tener el cociente ménos una, y se prescinde de todas las restantes.

En sequida se suprimen de la derecha del dividendo lantas cifras,
cuantas tensa el divisor ménos las marcadas; se divide, por el mélodo or-
dinario, lo que queda @ la izquierda del dividendo por el nuevo divisor,
teniendo en cuenta en las multiplicaciones del cociente por el nuevo divisor,
las unidades que provienen de la muliiplicacion del cociente por la pri-
mera de las cifras que se borran.

Se divide el resto que se obtiene por el divisor que resulta de borrar a
su derecha una nueva cifra, el cociente hallado se mulliplica por este divi-
sor y el producto se resta del dividendo correspondiente; se vuelve d borrar
olra cifra, y ast se contintia hasta emplear por divisor, la parie marcada
d la izquierda del propuesto; y si esta dltima division parcial da un co-
ciente mayor que 9, se modifica convenientemenie la cifra anterior. El re-
sultado obtenido es el cociente aproximado por exceso ¢ defecto, en mmos
de una unidad.

Sea por ejemplo dividir el namero 354783243'75 por 8343276, cuya
operacion dispondremos del modo siguiente:

88478324375 | 8543|276
1306 4153
452
25
o

Como el numero de cifras que ha de tener el cociente es cuatro, sélo
tendremos que marcar a la izquierda del divisor la primera cifra 8,
pues £ X 23X 0,9 es menor que dicha primera cifra: en seguida conta~
mos tres cifras més, nimero igual & las que ha de tener el cociente mé-
nos una, y se desprecian las tres restantes 2, 7y 6. |

Separadas de la derecha del dividendo las seis ltimas cifras, nimero
igual al que tiene el divisor ménos la primera que es la marcada, y he-
cha la division, hallamos la cifra 4 del cociente, que multiplicada por
el nuevo divisor y restado su producto del dividendo, obtenemos la
resta 1306; ésta se divide por 854, ndmero que resulta despreciando la
iltima cifra 3, por lo cual se la marca con un punto, y nos da la segun-

.

(*. Este método abreviado es debido & M. Guy.
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da cifra 1 del cociente, que multiplicada por su divisor y restado el pro-
duacto del dividendo correspondiente, nos da la segunda resta £52. Di-
vidiendo 452 por el nuevo divisor que resulta de borrar la siguiente
cifra 4, obtenemos la cifra 5 del cociente; multiplicando esta cifra por
el divisor, afiadiendo & este producto las 2 unidades que provienen de 5

. por 4, cifra ya borrada, y restando el resultado del dividendo, hallamos
la resta 28, la cual dividida por el altimo. divisor, nos da la wltima ci~
fra 3 del cociente.

El dltimo resto es cero, que seguido de las cifras separadas en el divi~
dendo, nos da un nimero menor que el divisor; luego el ndmero hallado
£153 es el cociente entero aproximado en ménos de una unidad.
~ Demostracion. Sea A un dividendo, B un divisor, Q el cociente obte-
nido por la regla, y R el ltimo resto seguido de las cifras separadas.

Como al restar de cada dividendo parcial el preducto de la cifra del
cociente por el divisor que le corresponde, restamos un producto menor
que el verdadero, puesto que despreciamos una parte del divisor, en
cada una de estas restas cometeremos un cierto error; de modo que si
representamos por E la suma de los errores que se cometen, cuya suma
debié restarse del dividendo total, se tendra

A=BQ+R~—E;

‘e . R E
y dividiendo por B serd 3= Q+ B

De modo que si demostramos que % —_— % es menor que la unidad,

quedara demostrado que el nimero { hallado segun la regla, es el ce~
ciente aproximado en ménos de una unidad por exceso 6 defecto, segun

que R sea < 6 > E.

Para demostrar que § — p © menor que la unidad, observaremos

que cada resto es menor que el divisor correspondiente.

En efecto, el cociente de la primera division es a por ejemplo, y el
producto de a por el divisor abreviado aumentado de las unidades que
provienen de la primer cifra borrada si la hay, se ha de poder restar
del dividendo correspondiente para que dicha cifra a sea exacta: ahora
bien, si la resta que se obtiene fuese mayor que el divisor, seria sefial
que la cifra hallada por el método ordinario seria por lo ménos a + 1,
¥ 10 a.como habiamos supnesto; por consiguiente dicha primer resta es

- menor que el divisor correspondiente. . _

En cada una de las siguientes se comete un error 4 lo més igual &
una unidad del dltimo érden, que sélo influye por lo tanto en la primera
6 dos primeras cifras de la derecha; por consiguiente, todas serdn me-

‘ nores que sas divisores correspondientes; de modo que la penidltima
W, podra contener al dltimo divisor una vez més y dar, en el caso més.des-
! favorable, un cociente igual 4 10, lo que haria modificar la ¢ifra ultima
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hallada; pero el iltimo resto seria entonces menor que el dGllimo divi-
sor, que es lo que necesitamos; y este Gllimo resto seguido de las cifras
separadasen el dividendo, seria por consiguiente menor que todo el di-
visor; luego el resto R es menor que B.

El nimero E tambien es menor que. el divisor. En efecto, los errores
de los productos parciales se principian 4 cometer cuando se principian
a borrar las cifras en el divisor; de modo que el caso mis desventajoso
sera cuando se principie con un divisor abreviado: en ese caso el error
principiara en la primera cifra del cociente que llamaremos a.

En el producto de a por el divisor abreviado se desprecian las unida-
des que proviepen del producto de dicha cifra a por la primera de las
borradas cuyo nimero es 4 lo mis 9; por consiguiente, el error que pro-
viene de esta operacion es menor que 9 unidades del rden que marca
la unidad seguida de n — 1 + m — 1 ceros, siendo n el nimero de ci-
fras del cociente y m el de las separadas & la derecha del divisor; es de-
cir, que el error citado serd menor que 9><10n+m—3—=0,9><10n+m—4,

Ademas, despreciando el producto de la misma cifra a por lo restante -
del divisor, se comete un error menor que 10m—1><a><10n—14, y como
a es 4 lo més 9, dicho error serd menor que 10m—1><9><10n—1 =
0,9 ><10n+m—1; por lo tanto el error que se comete en la primera cifra
del cociente, es menor que 2 >< 0,9 >< 108+ m—1,

Del mismo modo se demostraria que en cada una de las restantes ci-
fras, se comete un error menor que la misma cantidad 2><0,9><10n-+m—4;
luego siendo el nimero de cifras del cociente, el error total que se
cometerd, 6 sea E, es menor que 21 >< 0,9 >< 10n-+m—1, .

Ahora bien, la parte marcada & la izquierda del divisor es mayor 6
por lo ménos igual & 2n >< 0,9 unidades del érden marcado por las cifras
separadas en el divisor, mas las del cociente ménos un’a; 6 lo que es lo
mismo, la parte marcada & la izquierda del divisor, es por lo ménos igual
4 21 >< 0,9 ><10n+m—1: por consiguiente el error E es menor que la
parte marcada a la izquierda del divisor seguida de tantos ceros como
cifras tiene dicha parte 4 su derecha, Y con més razon sera menor que
todo el divisor, que es lo que se queria demostrar.

Siendo Ry E menores que el divisor, —%— Y g son menores qne la

unidad, y por consiguiente su diferencia lo es con més razon; luego el
cociente ( hallado segun la regla, esta aproximado por exceso 6 defecto
en ménos de una unidad.

Nora. La division de decimales se reduce & la de enteros igualando
el nimero de cifras decimales, y se obtiene el cociente en ménos de una
unidad segun la regla anterior. Si se quigiera obtener el cociente en mé-
nos de una unidad del érden decimal n, se haria que el dividendo tu~
viese n cifras decimales, siendo entero el divisor, se efectudria la divie
sion como se ha dicho, y separando en el cociente n cifrds decimales,

tendriamos el cociente con la aproximacion pedida.
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Método abreviado de la raiz cuadrada y otbica.

27. Raiz cuaprapA. El método abreviado de la raiz cuadrada estd
fundado en el principio siguiente :

St se hallan mds de la milad de las cifras de la raiz de un nimero en-
tero y se resta de dicho-nimero el cuadrado de la raiz hallada, el cociente
entero de dividir la-diferencia que se oblenga por el duplo de dicha raiz,
serd lo que le falta d la raiz entera del nimero propuesto.

Sea N el namero entero cuya raiz cuadrada entera tiene 2n -+ 1 ci-
fras; supongamos que por el método ordinario se han hallado las n + 1’
primeras cifras de la raiz, y que sélo falta calcular las n restantes. Lla-
memos & al valor absoluto de la parte hallada de la raiz, compuesta,
segun sabemos, de n + 1 cifras ; su valor relalivo serd evidentemente
a><10». Representemos finalmente por-x el valor exacto del completo
_ de laraiz de N, y tendremos

N=(a.10m + z)* = a*. 103» + 2ax . 10" + a.
Restando de 4mbos miembros la cantidad a*.102s, y dividiendo por
2a . 10%, hallaremos, representando por R la diferencia N — a*. 10»,

[

_R__ L,
% . 100 2+ 8 10n°

Si ahora llamamos ¢ al cociente de dividir R por 2a . 10» y R’ al res-
to, se lendra ’

- R R

!
735 (i A T [T .
De donde
&' R’
AR 79 Tl Bl P T T
6 bien

_ Pk o
T—9=5a.10n — %g.10%"

Probando ahora que el segundo miembro de la.igualdad anterior es
menor que la unidad, tendremos demostrado que el cociente hallado ¢
de la division de B por 2a . 10, se diferencia del verdadero en ménos
de una unidad, y por tanto la parte entera de la raiz sera 2a¢ . 10 + ¢.

Que el segundo miembro de la anterior igualdad es menor que la

- ’

unidad es evidente, puesto que la fraccion fz——a——— es menor que la
\ . 2a.10n

unidad, por ser R’ el resto de dividir N — a* . 10*» por 2a . 10n; la se-
gunda fraccion tambien es menor que la unidad, puesto que « sélo
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contiene # cifras, y por tanto es menor que 10»; tambien se uene evi-
dentemente 2 < a, ¥ con mis razon < 2a; luego

w!
2. 100

o <2.108, 6 <1,

yiendo las dos fracciones que forman el segundo miembro menores
la unidad, su diferencia lo ser4 con més razon.

La raiz entera de N es, por consiguiente, a . 10» + ¢, la cual “estard
aproximada por defecto 6 excesqen ménos de una unidad, segun que
R’ sea mayor 6 menor que z; en el caso de ser B' =z, la expresion
6 . 10n o ¢ serd la raiz exacta.

28. Bemostrado este principio, diremos que para extraer la raiz cua-
dragl de un nimero entero por un método abreviado, se hallaran por

todo drdinario las tres primeras cifras de 1a raiz; el resto obtenido
seguido de los dos siguientes periodos, dividido por el duplo de la raiz
hallada, nos daré las dos cifras siguientes de la raiz; se hallara el resto
correspondiente & estas.dos cifras, y bajando a su derecha los cuatro
periodos siguientes y dividiendo el resultado por el duplo de la raiz ha-
llada, obtendremos culltro cifras mis; conociendo ya nueve cifras, por
igual procedimiento se hallaran otras ocho, y asi sucesivamente. .

Por este método se halla con suma facilidad que Ia raiz de 2 aproxi-
mada en ménos de una cienmillonésima, es 1,41421356.

929. Baz cosicA. El método abrevmdo de la raiz cubica se funga en
el siguiente principio:

Cuando se conocen las (n -~ 2) primeras cifras de la parie entera de la
raiz de un numero N, se pueden obtener las n stquientes dividiendo el resto '
por el iriplo del cuadrado del valor relativo de la parte hallada en la raiz.

Representemos por a el valor absoluto de la raiz hallada compuesta
de n + 2 cifras; su valor relativo serd a.10n. Sea x el valor exacto -
del completo de la raiz, y se tendra

=(a.10n + )3 = a3 . 1030 + 3a2x.102n - Jagx2.10" + 23,

Restando de ambos miembros la cantidad a3.103s, representando la
diferencia de Ny a3.103» por B, y dividiendo por 3a2.102», ten-
dremos

R - 3ax3 . 10m +- a8
3@ 10, T T a1

Si llamamos ¢ al cociente entero indicado en el primbr miembro, y
R’ al resto, tendremos evidenlemente

- 3az2.. 100 + o3 + R
DA 7 B [ TR A 7 I [
6 bien . ’
_ N _ Sax2 . 100 + a3 i
T=9= 3. 10 3a3 . 109 .
. . 27
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Probemos ahora que el segundo miembro de. la igualdad anterior es
menor que la unidad, y quedara demostrado que la parte entera res-
tante de la raiz es q.

Para denfostrar esto observaremos que siendo R’ el resto de dividir-
R por 342 . 102n, la primera fraccion es menor que la upidad.

" La segunda fraccion puede ponerse bajo la forma

3a22 . 100 +-23 a2 3a .10 +x
. 3a3.10% ~— @.10n > 3g.10%

Ahora bien, « se compone de n cifr#s; luego 22 tendra 4 lo mas 2n.
El factor a del denominador tiene, por lo ménos, n -+ 2 cifras; luego
el denominador @ . 10» tendrd, por lo ménos, 2n + 2; de don%se de-

2
duce que la fraccion TQW es menor que la, unidad.

La fraccion %:i tambien lo es evidentemente ;. luego el pro-

. . 3ax2 . 10n + o3 -
ducto de ambas fracciones, 6 sea su igual g3 {oan > ©8 menor
que la upidad. ' N

Siendo menores que la unidad las dos fracciones que forman el se-
gundo miembro de la igualdad [1], su diferencia sera menor que 1,y
por tanto la raiz cublca entera de N serd a . 10n + ¢. :

La raiz hallada"por este método abreviado serd exacta si R=uz,y.
vendra aproximada por defecto 6 exceso en ménos de una umdad segun
que R’ sea mayor 6 menor que z.

30. Demostrado este prmcnplo, diremos que: para extraer la raiz ca-
bica de un nimero entero por’ un método ab:evnadq, se hallarén por el
método ordinario las cuatro primeras cifras de Ia raiz; el resto obtenido
seguido de los dos periodos siguientes, dividido por el tn lo del cua-
drado de la raiz hallada, nos dara las dos cifras s:gulentes de 1a raiz;
se hallara el resto oorrespondlente a estas dos cifras, y ba]ando!n su
derecha los cuatro periodos slgmentes y dividiendo el resultado por el
triplo del cuadrado de la raiz hallada, obtendremos cuatro cifras’ mas.
Conociendo ya diez cifras, 'por igual procedimiento se hallaran otras
ocho, y asi sucesivamente.

pesa y medidas,

das y Gbicas del sist ma de’

31. Todo cuerpo material ocupa un cierto,lngar, en el espacio indefi-
nido & cuyo lugar se le da el nombre de espacio. X
.Los cuerpos son exfensos en tres sentidos, que se llaman dimengio-
nes: longttud 6 largo, latitud 6 ancho, profundidad 6 grueso; eslas
tres dimensiones no existen materialmentq si ng existe el cuerpo 4 que

L
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" pertenecen; sin embargo, por una facultad inherente al hombre, se

puede prescindir del cuerpe, material y formarnos la idea de la extension
en sus tres sentidos, ¢ sea del espacio de un cuerpo.

Prescindiendo de una de estas dimensiones, nos quedarg I3 extension
en, dog sentidos, longitud Y Iatied, que, es 4 1o que se le da ¢b nombre
de superfigie; y si suponemos que. una de estas dimgnsiones desaparece,
obtenemos la idea de la extension en un solo sentido, longitud , que es
lo que se llama linea; el limite de la linea, 6 sea el cero de extension,
es lo que se llama punto.

Lag lineas se dividen en reclqs, quebradas y curvag.

La linea recta, por lo mismq que todos comprendemos lo que, ea, es
dificil definirla de un mody, rigoroso ; sin embargo, s dice.que es el ca-
mino mds corto que hay de un punto d otro.

‘Linea quebrada es la que se compene de varias rectag sin formar una
sola rectg, tal como la ABCDE (Fig. 1).

Linea curva es aquella en la cual ninguna, porcion, por pequeda que
sea, es linea recta. La lined ABC (Fig. ) es ung h}wa ¢urva,

Se llama distancia entre dos puntos la linea recla que log ung, por
ser la menor que entre ellos puede habér. ,
Se llama plano aquella superficie 4 la cual aplicando, ¢, todos senti-

dos una recta, tal comg el borde de una regla bien copstanida , coingide
siempre con dl&ha superficie. :

Se llama czrcunfeo encia ung, linea cutva cerrady ¢uyogepuntos, estan
en un plano y equidistantes de ypo intecior llamado. gentzo.

Radio es toda linea 0A (Fig. 8) que partiendo del centro termina en
la circunferencia.

Didmetro es la linea BC que pasando por el centro 0 termma con sus
extrémos en la circunferencia.

Cuerda es toda linea DE que une dos puntos de la circunferencia sin -
pasar por el centro. o ®

Arco es cualquier porcion AC de la circunferencia.

Circulo es la porcion de plano comptendido en la circunferencia.

Se llama dngulo el espacio indefinido que comprenden dos rectas in~
definidas AB y AG (Fig. 4), que se cortan en’un punto A, llamado vér-
tice del angulo. -

Las dos rectas AB y AC que forman el dngulo se llaman Jados.

Los 4ngulos se expresan con tres letras, una en el vértice y cada una
de las otras dos en cada lado. La letra del vémce se coloca en medno,
asi se dice el angulo BAC. .

Se dice que una recta, AB (Fig. 5), es perpmdwular 4 otra, CD,
cuando los dos 4ngulos BAD y BAC, adyacmte’s son iguales.

Angulo recto es cualquiera de los que forma una recta con otra 4 la
cual es perpendicular.

Angulo agudo es todo el que es menor que un recto,-y obtuso e} que
es mayor. - s



- 86 encuentran.
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Se dice que dos rectas son paralelas, cuando estando situadas en un-
mismo plano no se encuentran por mucho que se prolonguen.

_ Planos paralelos‘ son aquellos que por mucho que se prolopguen no
Rectdngulo es la porcion de plano ABCD (Fig. 6), comprendida entre
ouatro rectas AB, BC, ED y DA, llamadas lados del rectangulo, las

cuales son 1guales y paralelas de dos en dos, y cuyos angulos son todos
rectos.

Cuadrado es la porcion de plano ABCD (Fig. 7) comprendida entre
cuatro rectas iguales y cuyos cuatro dngulos son rectos. Las lineas que
forman al cuadrado se llaman lados de dicho cuadrado.

Se llama ciiindro, el espacio que engendra un rectangulo ABCD
(Fig. 8) que gira al rededor de uno de sus lados.

Se llaman bases del cilindro los virculos que engendran los dos lados
AB y DC del rectingulo, y altura del cilindro es el lado AD.

Superficie cilindrica, es la que engendra el lado BC.

Se llama cubo el espacio limitado AF (Fig. 9) por seis cuadrados
ABEH, BCFE, CFGD, elc. iguales. Los lados de los cuadrados se llaman
aristas del cubo.

- 32. Aplicando & un caso particular los problemas de los nimeros (238

'y 239), y supohiendo que éste sea hallar los piés cuadsados 6 cubicos
que tiene una vara cuadrada ¢ cabica, se tendré, empleando el mismo

razonamientd* que alli se empled, y valiéndonos de las (Figs. 10 y 11),

que una vara cuadrada tiene 32 = 9 pies cuadrados, y una vara cuabi-

ca 38 = 27 piés cubicos.

FIN.
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